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زهرا گویا و مرتضی میرمحمدرضایی 
آماده‌سازی و نظارت بر چاپ و توزیع : ادار؛ کل نظارت بر نشر و توزیع مواد آموزشی 
تهران: خیابان ایرانشهر شمالی - ساختمان شماره ۴ آموزش و برورش (شهید موسوی) 
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باید شما (معلمان) اینها (دانش‌آموزان) را از آن طبیعت منحطی که انسان را به انحطاط 


می‌کشد, آن حب جاه و حب مال و حب منصب احتراز دهید. اينها را از آن جیزهایی که خار راه 
انسان هستند. مانع ترقی انسان هستند احتراز بدهید ... شما باید به اینها بفهمانید که زندگی 


ثیر افتشند 2 زدکی اسكة 


۰ 


فهرست 


فصل ۱- استدلال در هندسه ۴--۱-صفحه در فضا  ۱۲٩۹‏ 
۱-۱- استدلال استقرایی ۱ رت در سا 
۱- ۲ استدلال استنتاجی ۱۱ نسبت به هم. در فضاأ ۱۳۱ 
۱-۲-۱ مثال نقض ۱۳ ۱ 
۲-۲-۱- قضیه‌های شرطی ۱۶ نسبت به هم. در فضاأ ۳ 
۱ عکنی فضییة ۱۷ ات رهظ و 
۳-۱- اثبات غیرمستقیم یا برهان خلف ۲۲ صفحه نسبت به هم, در فضا ۱۳۷ 
-۴- مکان هندسی ۳۱ ۴-- خطها و صفحه‌های موازی ۱۳۹ 
۵-۱- ترسیم با خط کش و پرگار ۲۸ ۱-۲-۴ خط و صفحه 
موازی ۱۳۹ 
فصل ۲- دایره مد سای تن[ 
۱-۲- زاوية مرکزی» وتر و مماس ‏ ۴۷ خطها و صفحه‌های موازی ۱۴۲ 
۱-۱-۲- خطهای قاطع و ۲-۲-۴ صفحه‌های موازی ۱۴۳ 
مماس نسبت به دایره ۵۰ اس اس تاو اونه ین دز 
۲-۱-۲- وضع دو دایره خط در فضا ۱۳۵ 
نسبت به هم ۵۴ ۳-۴- خطها و صفحه‌های عمود 
اتلد زاویة مخاط, ۵۶ بر هم ۱۴۳۸ 
رم 2 ات یو و 
۴-۲- کمان درخور یک زاویه ۶۱ صفحه ۱۳۹ 
۵-۲ زاويةٌ بين دو وتر ۶۸ ۲-۲-۲ کاربرد تعامد در 
اس زاره یی امنداد دور وت ۶٩۰‏ خا لها ی ات ۱۵۳ 
۷-۲- رابطة طولی در دايره ۷۴ ۲-۲-۴ صفحه عمود- 
۸-۲ ترسیمهای هندسی ۷۹ منصف یک پاره‌خط ۱۵۴ 
۴-۲-۴ دو صفحه عمود 
فصل ۳- تبدیلها برهم ۱۵۵ 
کات ۸۳ ۵-۳-۴- فاصله نقطه از 
۲-۳- انتقال ۱ از ۱3۵۶ 
۳ افتات ۹۷ کر ۳۳ 
ان ۱۴ دو خط متتافر ۱۵۶ 
۵-۲ تجانس ۱ 
۶-۳- تبدیل یافتهٌ خط و معادلاٌ آن ۱۱۹ مسأله‌های گوناگون فصل ۴ ۱۶۰ 
۷-۳- اثبات با استفاده از 
ویژگیهای تبدیلها ۱۳۲ پیوست ۱۶۲ 
فصل ۳- هندسه در فضا منابع ۱۶۸ 


۴-- خط و صفحه در فضا ۱۳۹ 


ام ۱ ۳۲ ۳4 9( ۹ ی مد 
ال رکفت یل ی لاد تس ال ور کر هی 


> ی 0 و ره رت 7 در ی و رم 2 
الق رین مت مخت زور زاس نا وا 
و 

ا اند غرم و به (خاطر بیاور) هنگامی را که ابراهیم گفت : «خدایا! به من نشان بده جگونه 


مردگان را زنده می‌کنی؟» فرمود : «مگر ایمان نیاورده‌ای؟!» عرض کرد : «آری» 
ولی می‌خواهم قلبم آرامش یابد.» فرمود : «در این صورت. هار نوع از 
مرغان را انتخاب کن! و آنها را (پس از ذبح کردن)» قطعه قطعه کن (و در هم 
بیامیز)! سپس بر هر کوهی. قسمتی از آن را قرار بده. بعد آنها را بخوان» به 
سرعت به سوی تو می‌آیند! و بدان خداوند قادر و حکیم است : (هم از ذرات 
بدن مردگان آگاه است» و هم توانایی بر جمع آنها دارد)». 


سوه تفر مات أآية ۳۶۰ 


سخنی با خوانندگان 

انسان برای رسیدن به اطمینان قلبی در مورد درستی بسیاری از مفاهیم مجرد به درک شهودی و تجربی 
نیازمند است. ریاضی نیز به عنوان یک تلاش انسانی و یک جربان طبیعی تفکر بشری» همحنان که پولی می‌گوید 
«دارای دو جنبه است. یکی ساختار شهودی و تجربی ریاضی و دیگری ساختار مجرد آن.» دانش‌آموزان برای 
درک و پذیرش اثبات و اطمینان یافتن از درستی یک مطلب ریاضی. نیاز به تقویت شهود و رسیدن به استدلال 
محتمل از طریق تجربه و آزمایش را دارند تا زمینه‌های لازم برای درک تجریدی آنها فراهم شود. همانطور که ۷۵ 
ریاضیدان نامی در بیانیه ۱۹۶۲ خود اظهار داشتند. «تفکُر ریاضی تنها استدلال استنتاجی نیست. همجنین اثبات 
صوری صرف هم نمی‌باشد. فرآیندهای ذهنی و فکری که اثبات و جگونگی اثبات را ارائه می‌کند همانند خود 
اثبات که نتیجهٌ تفکر ریاضی است بخشی از تفکر ریاضی محسوب می‌شود. استخراح مفاهیم درست از وضعیت‌های 
محسوس و ملموس, تعمیم از حالتهای مشهود. استدلال استقرایی» استدلال از طریق تمثیل و زمینه‌های شهودی 
که برای آشکار کردن یک حدسیه به کار می‌روند. همگی سبک و طريقهٌ ریاضی گونه تفگ است. در واقع بدون 
تجربه‌های ناشی از اين گونه فرآیندهای غیر رسمی تفکٌره دانش‌آموزان نمی‌توانند نقش صحیح نمادها و فرمولها و 
اثباتهای خشک و صوری را درک کنند.» 

ب#هین خلت اس که سای که زین وزیا استدلال یل ابو پا با انا متا 
دییرستان تلفیق گردد. معمولاً حدسیه‌ها با عبارتهای همه, هر با برای هر به جای بعضی, چند تا و وجود دارد. 
شروع می‌شوند. حدسیه‌ها دربارهٌ مجموعه‌هایی شامل یک تعداد نامتناهی از اشیا هستند. پس امکان آزمایش تمام 


عصتمموعع: ماماتمنهاظ ۱ 


حالتها و اثبات یک حدسیه به وسیلهٌ استدلال استقرایی وجود ندارد. در نتیجه, تنها راه تعیین قطعی درستی یا 
نادرستی یک حدسیه, استفاده از استدلال استنتاجی است. در همین راستاء درس هندسه باید برای دا اون 
فرصتهای مناسبی ایجاد کند تا حدس زدن از روی آگاهی را یاد بگیرند. حدسها را به آزمایش بگذارند. براساس 
الکو‌هاش کار تفه مها بهکست نی او ییاز که و نس به وشیاه تالآ متا در مورد 
درستی یا نادرستی حدسیه خود تصمیم قطعی بگیرند. به همین دلیل. فعالیتهای کتاب طوری تنظیم شده‌اند تا جنین 
فرصتهایی را - هر جند اندک- فراهم آورند. گاهی فعاليتها درباره قسمتهایی از هندسه است که دانش‌آموزان قبلا 
درستی با نادرستی آنها را شنیده‌اند و ممکن است که ظاهرً تیجه فعالیت برای آنها هیجانی نداشته باشد. ام انجام 
آنها همان اطمینان قلبی است که نیاز هر انسان جستجوگر و خلاق است. از نظر موّلفان» با پرورش درک شهودی 
توسط این فعاليتهاء دانش‌آموزان در درک اثبانهای دقیق و توسعه تفکُر تجریدی که غایت یادگیری ریاضی است؛ 
تواناتر می‌شوند. همانطور که پولیا می‌گوید : سعی کنید آنجه را که شهودی به نظر می‌رسد. به طور رسمی و 
دقیق انبات کنید و آنجه را که به طور رسمی و دقیق انبات کرده‌اید. به طور شهودی درک کنید. این یک 
ورزش مغزی جالب است. چنین فعالیتهایی ضرورت داشتن شهود قوی, بها دادن به نتیجه‌های تجربی. حدس زدن 
براساس آنها و سپس توسنل به استدلال دقیق برای تصمیم قطعی در مورد درستی یا نادرستی حدسیه‌ها را به دانش‌آموزان 
نشان می‌دهد . دانش‌آموزان برای دفاع از استدلالهای خود در گروههای کوحک. پیوسته دانش هندسی خود را 
افزایش می‌دهند و اعتماد به نفس آنها در مورد توان یادگیری و تولید رباضی خودشان بیشتر می‌شود. امیدواريم 
دانش‌آموزان با جگونگی تولید و خلت ریاضی توسط ریاضیدانهای نامی آشننا شوند و بدانند که آن بزرگان نیز با فرآیند 
حدس زدن» تحربه کردن؛ تطلاسیهسا ری زسیسن اس رل ا متا جر ریاضیاتی را تولید کرده‌اند که بدون آنهاه تصور 
زندگی در زمان فعلی بعید به نظر می‌رسد. دانش‌آموزان باید بدانند که دیگر نمی‌توانند تنها دریافت کنندگان منفعل 
دانش تولید شمده توسط دیگران باشند. در نتیجه, برنامةٌ درسی و کتاب درسی هندسه بایدبه گونه ای تهیه شسود تا بتوان 
« از دانش‌آموزان انتظار داشت که نقش فعالی در توسعةٌ دانش ریاضی خود داشته باشند»". 

ارتباط و اتصال بین مقوله‌های مختلف ریاضی و بین ریاضی, مقوله‌های خارج از آن یعنی وحدت درونی 
و بیرونی ریاضی, به فعال‌تر کردن دانشآموزان در جریان یادگیری هندسه که بخشی از ریاضی است کمک موّتری 
می‌کند« هماهنگی درونی در فندسه باید به گونه‌ای باشد تا بتوان از ابزارهای گوناگون آن برای استدلال کردن سود 
جست. هندسه ترکیبی. هندسه تحلیلی و هندسه محاسباتی, همگی بخشهای مختلف هندسه هستند و دلیلی بر 
محدود شدن به یکی از گونه‌های آن وجود ندارد. در استدلالهای هندسة ترکیبی» نه تنها ابزارهای موجود در آن 
مورد استفاده قرار می‌گیرند. بلکه هر جا مناسب باشد» می‌توان هندسهٌ تحلیلی را به کمک گرفت و از نگرشهای 
تبدیلی و مختصاتی نیز سود برد. برای نمونه. حون دانش‌آموزان دستگاه مختصات و معادلةٌ خط را در سالهای 
گذشته مطالعه کرده‌اند. بنابراین می‌توانند از این دانش قبلی در اثبات قضیه‌ها استفاده کنند. 

همجنان که ارتباط درونی در هندسه به توسعةٌ مفهومها کمک می‌کند. ارتباط بیرونی آن یعنی پیوند هندسه 


۱-هاوسون, ۱۹۹۵ 


دای وافس وبا سر لها ویک ور پر ابعا گم شیر شقن تاعاس وتان 
موثر و ضروری است. همانگونه که در هندسه ۱یادآور شدیم, از همکاران عزیز استدعا داریم که امکان انجام 
فعاليتها در کلاس در قالب گروههای کوجک را فراهم آورند تا روح مشارکت و همکاری در آنها تقویت شود. 
ممکن است در ابتدای کار» اين روند. به دلیل کم رنگ بودن زمينهة مشارکت در کلاسهای درس, از نظر زمانی 
وقت‌گیر باشد. اما تحقیقات متعدد نشان می‌دهند که با پیش گرفتن این روند. در زمانی نه جندان طولانی» روحيه 
کار گروهی در کلاس ایجاد شده و پس اف زمان به ظاهر از دست رفته را می‌توان به سرعت جبران کرد. 
بهعلاوه. با انجام جنین فعاليتهایی. دانش‌آموزانبه انز کافی برای انجام مسألههای پایان هر بخش توانمند فده 
و حل آنها وقت کمتری را به خود اختصاص خواهد داد. همحنین ذکر این نکته ضروری است که ارزشیاپی باید 
به طور مستمر صورت بگیرد و جلوه‌های مختلف توانایی دانش‌آموزان از جمله قابلیت ارائهٌ استدلال شفاهی در 
نظر گرفته شود وه سل شاه داشتن درک عمیق است. در نتیحه. دا نش‌آموزانی که توانایی استدلال 
شفاهی را پیدا می‌کنند, #بعتعا از درجه پالاتری از درکه و فهم موضوع برخورداز شده‌اند. همکاران گرامی 
می‌توانند کیفیتهای یادگیری دانش‌آموزان از جمله میزان دائنتن روحية مشارکت در فعالیتهای فکری کلاس 
درس. تلاش برای انجام فعالیتها, پرسشهای خوب و بجا که نشان‌دهند: جستجوگری» خلاقیت و دقت نظر است. 
پاسخ به سژالهای طرح شمده از طرف معلم و سایر دا ش‌آموزان و تواناییدفاع از حدسها و پیشنهادهایآنها زا 
عنوان بخشهایی از ۵ نمره ارزشیابی کلاسی به حساب آورند. در امتحانهای پایان نیمسال تحصیلی» تأکید بر به کار 
بردن روشهای مختلف استدلال, توانایی حل مسأله و بکارگیری مفهومها. تعریفها و قضیه‌های کتاب ضروری 
است. 

مولفان وظيفهٌ خود می‌دانند از اعضای محترم شورای ریاضی دفتر برنمه‌ریزی و تألیف کتابهای درسی و 
خانم حمیده داریوش همدانی و آقای روح‌الله جهانی‌پور که ما را در برنامه‌ریزی و تدوین کتاب یاری داده‌اند تشکر 
کنند. همچنین از همکاران واحد فنی ادارة کل چاپ و توزیع کتابهای درسی که با تلاش مستمر در اماده‌سازی به 
موقع کتاب کوشش کرده‌اند. صمیمانه قدردانی نمایند. 

در پایان از همکاران گرامی استدعا می‌شود که پس از بررسی و تدریس کتاب اظهار نظرهای موشکافانه 
تا خر زا خاض ا وسل ساشت فا اد هت وا شا نا نع متا ی مر فقو 


فانصا سب رز .وا شآموزاون زر الب ین نصا يوراد بانط 
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استدلال در هندسه 


تصویر مجسمه «متفکر» اثر ژودن. مجسمه‌ساز فرانسوی (۱۸۴۰۰۱۹۱۷) 


۱۱- استدلال استقرایی 
وقتی بیماری به پزشک مراجعه می‌کند. پزشک با استفاده از تجربهٌ خود. حدسهایی دربارة نوع 
بیماری می‌زند. با این حال, او برای تشخیص قطعی بیماری, تنها به احساس تجربی خود اکتفا 
نمی‌کند و با انجام آزمایشهای متعدد و مشاهده علامتهای مختلف, در مورد نوع بیماری و روش 
درمان تصمیم نهایی را می‌گیرد. به این ترتیب. پزشک با مشاهده؛ جمع‌آوری اطلاعات از طریق 
آزمایش و اندازه‌گیری و دیدن نظمی در آنهاء بیماری را تشخیص می‌دهد و راههای درمان را پیش 
"۳ 
روش استدلال در مسائل پزشکی و علوم تجربی, استقرایی است.در ریاضی نیز از استدلال 
۱ 


استفر اب یی به عنوان یک | رات تخل شلد مت اوي فر و3 : . در حنین روشی» نخست حدس 
می‌زنيم. سپس حدسهای خود را دقیق و دقیقتر می‌کنیم. آنگاه پرای نتیجه‌گیری کلّی. با استفاده از 
استدلال استنتاجی. به‌طور قطع و یقین» درباره درسنی ی اب سک ی کتیم : 


فعالیت ۱-۱ 


مثلنهای شکلهای ۲۰۱ و ۳ با هم متشابه و مثلنهای کوچک همه با هم همنهشت هستند. 


۳ دا 5 5 / ۳ 
۲ 


۱- تعداد مثلثهای کوحک هر شکل را تعیین و سپس جدول زیر را کامل کنید. 
شمارءشکل ‏ | ۱ ۲ ۳ 
نداد متلتهای کوچک ‏ 


۲- رسم مثلثهای متشابه را تا پنجمین شکل ادامه دهید. در شکل پنجم چند مثلث کوچک جا 
می‌گیرد؟ جدول خود را تا شکل پنجم کامل کنید. 

۳- در شکل دهم چند مثلث کوچک جا می‌گیرد؟ آیا رابطه‌ای بین شمارهٌ شکل و تعداد 
مثلنهای کوجک وجود دارد؟ توضیح دهید. 

۴ در مورد شکل پانصدم چه حدسی می‌زنید؟ 

۵- در حالت کلی حدس شما جیست؟ 


۶ آیا می‌توانید درستی حدس خود را در مورد شکل هزارم توجیه کنید؟ 


در اين فعالیت برای بررسی رابطة بین شماره شکل و تعداد مثلنهای کوحک در هر شکل. 
حندین مرحله را ازمایش و بررسی کردیم و سپس جدولی از اطلاعات به‌دست امده را تنظیم نمودیم. 
آنگاه با دیدن نظمی در اطلاعات به دست آمده» در مورد رابطة بين شماره شکلها و تعداد مثلثهای 
۲ 


اين فعالیت. نمونه‌ای از به کاربردن روش استدلال استقرایی برای رسیدن به یک حدس کلی است. 


فعالیت ۲-۱ 


۱- مثلث دلخواهی را درنظر بگیرید : 

الف) نیمسازهای زاویه‌های داخلی این مثلث را رسم کنید. این نیمسازها نسبت به هم جه 
وضعی دارند؟ 

ب) بند (الف) را در مورد چند مثلث دیگر تحقیق کنید. 

پ) از دو بند بالا جه نتیجه‌ای را پیش‌بینی می‌کنید؟ 

۲- الف) عمودمنصف‌های ضلعهای مثلث دلخواهی را رسم کنید. عمودمنصف‌ها نسبت به 
هم جه وضعی دارند؟ 

ب) بند (الف) را در مورد چند مثلث دیگر تحقیق کنید. 

پ) با توجه به دو بند بالاء در حالت کلی جه حدسی می‌زنید؟ یعنی حدس شما برای وضعیت 


عمودمنصف‌های ضلعهای هر مثلث دلخواه نسبت به هم جیست؟ 


نیمسازهاء میانه‌ها و ارتفاعهای یک متلث از ویزگیهای جالبی برخوردارند. فعالیت بعدی به 
شما فرصت می‌دهد تا یکی از اين ویژگیها را در مورد میانه‌ها تحقیق کنید. 


فعالیت ۳-۱ 


الف) مثلث دلخواه ۸0 را درنظر بگیرید و میانه‌های نظیر ضلعهای ۸ و 136 را رسم کنید 
و نقطه برخورد آنها وا ظ بنامید (مانشد شکل ۱). 
ب) با اندازه‌گیری طول پاره‌خطهای ۸۳ و 


طم.. ۰ ۳۱۷ 7 
7 سبتهای 7 3 27 را به‌دست اورید. 


پ) با اندازه‌گیری طول پاره‌خطهای 0۳ و 


۲۳ 
, نسبتهای رح و رح را تعیین کنید. 


ت) با توجه به نتیجه‌های به‌دست آمده از بندهای (ب) و (پ) جه حدسی می‌زنید؟ 
۱ ث) میانة نظیر ضلع »۵ را رسم کنید. سه میانةٌ مثلك »۸۳ جه وضعی نسبت به هم دارند؟ 
ج) جند مثلث دیگر رسم کنید و بشدهای (الف) تا (ت) را در مورد آنها تحفیق نمایید:. 


خطهای همرس 
درا و 


همدیگر را قطع کنند. همرس نامیده 


می‌شوند. 


۳ انجام سه فعالیت بالاء نتیجه‌های جالبی یت موی اما می‌دانید که اين نتیجه‌ها قابل 
اسشتاه بیستند زیرا فقط پراساس اد ال استقرایی حاصل شبده‌اند . 


فعالیت ۴-۱ 


اس سه ارتفاع هر یک از مثلنهای زیر را رسم کنید. 


> 7 


لف) نقطهٌ همرسی ارتفاعها نسبت به مثلئها حه وضعی دارند؟ 
ب) حدس شما دربارة نقطهٌ همرسی ارتفاعهای هر مثلث دلخواه جیست؟ 
این خویرا فرفو‌روشای تضلعهای ۵۲و ۶ اوناشن کنید: آبا اش ازماشن‌ اس 
بل شا را تیش کند؟ 
۲- مثلثی به ضلعهای ۸۰۶ و ۰۱۲ و سه ارتفاع آن را رسم کنید. 
الف) نقطه همرسی ارتفاعهای این مثلث در کجا قرار می‌گیرد؟ 
ب) آیا حدس شما دربار؛ نقطةٌ همرسی ارتفاعهای مثلث تأیید شد؟ 


پ) با توجه به بندهای الف و ب. حدس شما در مورد محل همرّسی ارتفاعها در هر مثلث 
دلخواه حیست؟ 

۳ یک مثلت قائم‌الزاوية دلخواه رسم کنید. سپس ارتفاعهای آن‌را رسم نمایید. 

الف) نقطه همرسی ارتفاعها کجا فرار دارد؟ 

ب) حدس شما در مورد محل نقطهٌ همرسی ارتفاعها در هر مثلث تأیید یارد شد؟ جرا؟ توضیح 
دهید . 

تمرین ‏ وسط ضلعهای یک جهارضلعی دلخواه را ب‌طور متوالی به ۵ وصل کنید و با 
استفاده از استدلال استفرایی؛ ویژگیهای شکل حاصل را بررسی نمایید. اکر جهارضلعی اولیه ستطیل» 
مربع» لوزی یا متوازی‌الاضلاع باشد. حدس شما دربارةٌ ویژگی جهارضلعی پدید آمده از وصل کردن 
وسطهای ضلعهای آنها جیست؟ جرا؟ 


فعالیت ۵-۱ 


اگر نیمسازهای زاویه‌های یک مربع را رسم کنیم؛ یکدیگر را در یک نقطه قطع می‌کنند (آزمایش 
کنید!) زیرا در مربع» قطرها نیمساز زاویه‌ها هستند. حال اگر به جای ۳ یک مستطیل در نظر بگیریم, 
وضعیت نیمسازها جگونه خواهد شد؟ در این فعالیت به بررسی این سژال می‌پردازيم. 

الف) در زیر سه مستطیل رسم شده است : 


۹-۳ 


۸ رسم 5 1 
نیمسازها را با اندازه‌گیری (با خط کش و نقاله) در جدولی یادداشت کنید. 

ب) براساس این سه تجربه. در مورد شکل حاصل از برخورد نیمسازهای زاویه‌های داخلی 
مستطیل چه حدسی می‌زنید؟ 

پ) مستطیل دلخواه دیگری رسم کنید و درستی حدس خود را تحقیق نمایید. 


آیا تا به حال به شباهت قسمتهای مختلف گل کلم و خود آن توجه کرده‌اید؟ اگر از یک تکه 
گل کلم عکس بگیرید و آن‌را بزرگ کنید. تصویر حاصل تقرباً فرقی با خود گل کلم ندارد! یعنی هر 
تکه گل کلم شبیه کل آن است. تشابه که یکی از پرکاربردترین مفهومهای هندسی است. در پدیده‌های 
طبیعی بسیار مشاهده می‌شود. ویژگی این‌گونه پدیده‌ها خود - متشابه بودن آنها است. 


اه وی اک تا با تتیل ماه ان آن نحل خود ما 


نامیده می‌شود. 


فعالیت ۶-۱ 


دستور ترسیم: 

لس اوسط ضامهار) تصانظرر 6 تقال وان شفه سید هي رس کنید, 

۱ ده 2 ۳۹ ٍِ< ۳ ۰ 43 1 ‌ 3 ما ٍ ماه 3 تققی 
ب) سه مثلثی را که در گوشه‌ها ایجاد می‌شوند نگه دارید و مثلث میانی را با سیا گرد حدف 


۱- این فرآیند را روی سه مثلت جدید تکرار کنید.به این ترتیب ٩‏ مثلث همنهشت تولید می‌شود. 


۲شکلی وا که از تکار آنخ فراینه آیخاه می‌شود دز 
ذهن خود مجسم کنید و آن‌را توصیف نمایید. حنین شکلی مثلث 


سربینسکی نامیده می‌شود. 


چهار مرحلهٌ اول رسم مثلث سرپینسکی در زير نشان داده شده است. مرحله‌های بعدی با 
تقسیم مثلنها به مثلنهای کوحکتر ادامه پیدا می‌کند . 


مرحله ۳ 
جدول زیر یادداشت کنید. 


مرحله | ۱۰ ۲ ۳ ۴ ۵ بت 8 


تعداد ۱ 


۲ در مورد تعداد مثلثها در مرحلاً ۵ جه حدسی می‌زنید؟ در هر مرحله. تعداد مثلثها حگونه 
تغییر می‌کند؟ 
۳ برای یافتن تعداد مثلنها در مرحلةٌ «. جه الگویی را پيشنهاد می‌کنید؟ 


آک ساخت شاخ قر مره اي با ستاعت بان باه راعر مها نا 


ساحت | ۱ 
۶ در مورد مساحت باقی‌مانده در مرحلةٌ ۵, حه حدسی می‌زنید؟ 
۷ در هر مرحله مساحت باقی‌مانده‌حگونه تغییر می‌کند؟ 
۸ براای یافتن مساحت باقی‌مانده در مرحلةٌ . جه الگویی را پیشنهاد می کنید؟ 
٩‏ گر« بزرگ و بزرگتر شود. مساحت مثلئهای باقی‌مانده جگونه تغییر می‌کند؟ 


فعالیت ۸-۱ 


دستور رسیم زیر را درنظر بگیرید : 
الف) پاره‌خط را به سه قسمت مساوی تقسیم کنید ؛ 


ب) روی قسمت میانی. یک مثلث متساوی‌الاضلاع بنا کنید ؛ 7 


5 یک مثلث متساوی‌الاضلاع رسم کنید. 

۲ دستور ترسیم را بر روی هریک از ضلعهای مثلث اجرا نمایید. توجه کنید که در اين 
حالت. هر پاره‌خط به جهار پاره‌خط کوجکتر با طولهای مساوی تبدیل می‌شود. 

۳ دستور فوق را در دو مرحله دیگره روی هریک از پاره‌خطهای ایجاد شده تکرار کنید. 

۴ تعداد پاره‌خطهای ایجاد شده در مرحله‌های ۱ تا ۲ را بشمارید و در جدول زیر یادداشت 


تعایتل» 


تعذاد بارمتطها | ۰۰۲ ۰ ۱۲ 
۵ در مورد تعداد پاره‌خطها در مرحلهٌ ۴ حه حدسی می‌زنید؟ در هر مرحله تعداد پاره‌خطها 
جگونه تغیبر می‌کند؟ 
۳ برای یافتن تعداد پاره‌خطها در مرحلةٌ «. جه الگویی را پیشنهاد می‌کنید؟ 


۷ اگر « بزرگ و بزرگتر شود. تعداد پاره‌خطها حگونه تغییر می کند؟ 
در مرحله‌های ۲۰۱ و ۲ را به‌دست آورید و در جدول زیر یادداشت کنید. 


مرحله | ه ٩‏ ۲ ۳ ۳ ننن. 3 
محیط | ۳ 
٩‏ حدس شما در مورد محیط شکل در مرحلهٌ ۲ جیست؟ محیط شکل در هر مرحله با جه 
ضریبی تغییر می‌کند؟ 
۰ برای یافتن محیط شکل در مرحلةٌ «. جه الگویی را پیشنهاد می‌کنید؟ 
۱ اگر 9 بزرگ و بزرگتر شود. محیط شکل حاصل جگونه تغییر می‌کند؟ 
اگر دستور فوق روی ضلعهای مثلث تا بینهایت تکرار شود شکلی به نام برف دانه کُخ ایجاد 
می‌شود. نکنة شگفت آور در مورد این شکل آن است که با وجود سطح محدود. محیط آن از هر عدد 
بزرگی بزرگتر می‌شود.تا جایی که گفته می‌شود محیط این شکل به بینهایت میل می‌کند. 
در ففالیت زیر با استفاده از اسغراتق تغییردندگاه به ززسی شالی از اسطلال اسظرایی 


٩-۱ فعالیت‎ 


هرگاه دو رس غیرمجاور در یک جندضاعی محدب به وسیلةٌ یک پاره‌خط به هم وصل شود. 
یک قطر از آن جندضاعی به‌دست می‌آید. 
الف) جند ضلعیهای محدب را تا هشت‌ضلعی رسم کنید. 
ب) قطرهای هریک از این جندضلعيها را رسم کنید و جدول زیر را کامل نمایید. 
جدول ۱ 
تعداد ضامها ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸ 


پ) آیا رابطه‌ای بین تعداد ضلعها و تعداد قطرها وجود دارد؟ 
فماتطور کهعرید کرویت: پشستادگی نخان رانطدای پم فافههای و۱ مدا گرم تایتشا 
در پیدا کردن الگوبی برای پیش‌بینی رابطه‌ای بین تعداد ضلعها و تعداد قطرهای جندضاعیها در هر 


۹ 


مرحله, که هدف این فعالیت بود. کمک کند. باراین دیدگاه خود را تغییر دهید و به جمع‌آوری 
داده‌های متفاوت برای رسیدن به هدف این فعالیت و حل این و بیردازید. 
ت) جدول ۲ را تکمیل کنید : 


داد قطرهای سم فده از یک رأس 

ث) در جندضلعیهای جدول ۰۲ آیا رابطه‌ای بین تعداد ضلعها و تعداد قطرهای رسم شده 
از یک رأس وجود دارد؟ 

ج) آیا می‌توانید رابطه‌ای بین تعداد ضلعها و تعداد قطرهایی که از تمام رأسهای جندضلعیهای 
صفحه قبل رسم می‌شوند». حدس بزنید؟ 

چ‌( ایا رابطه‌ای بین تعداد ضلعها و تعداد قطرهای رسم شده از هر راس یک 1 ضلعی وجود 
وانط 

ح) اگر در قسمت (ج) رابطه‌ای پیدا کردید.آیا می‌توانید با استفاده از آن,رابطة بین تعداد 
۱ له حدس بزنید؟ 

ج) جگونه استراتزی تغییر دیدگاه به شما کمک کرد تا رابطه‌ای برای تعبین تعداد قطرهای 
جندضلعیها به‌دست اورید؟ 
مسأله‌ها 

۱ با استفاده از استدلال استقرایی. رابطه‌ای که مجموع زاویه‌های داخلی یک 7 ضلعی 
محدب را بیان می‌کند حدس بزنید و مراحل انجام کار را توضیح دهید. 

۲. با استفاده از استدلال استقرایی» ویژگیهای شکل حاصل از برخورد نیمسازه‌ای یک 
متوازیالاضلاع را پیش‌بینی کنید و جگونگی رسیدن به حدسهای خود را توضیح دهید. 

۳ در مسأله قبل به جای متوازیالاضلاع یک ذوزنقه متساوی‌الساقین در نظر می‌گيريم. جه 
حدسی در مورد شکل حاصل از برخورد نیمسازهای زاویه‌های داخلی آن می‌زنید؟ 

۴ یک نقطٌ دلخواه روی قاعدهٌ یک مثلث متساوی الساقین در نظر بگیرید. از این نقطه به 
موازات دو ساق مثلث خطوطی رسم کنید. طول دو پاره‌خط را اندازه‌گیری کرده سپس مجموع آنها 
را به دست اورید. با جابه‌جا کردن این نقطه روی قاعده. جه تغییری در اندازه این مجموع ایجاد 
۹۵ 


می‌شود؟ آیا رابطه‌ای بین این مجموع و اجزای مثلث وجود دارد؟ 


۲-۱- استدلال استنتاجی 

در فعالیت ۵-۱ دربارة کل حاصل از برخورد نیمسازهای زاویه‌های داخلی مستطیل 
حدسهایی زدیم و با آزمایش دیدیم که آن شکل, یک مربع است. با این حال نمی‌توانیم فقط با استناد 
به نتیجهٌ جند آزمایش یک نتیجه گیری کلّی کنیم و بگويیم که از برخورد نیمسازهای هر مستطیل, 
یک مربع حاصل می‌شود. اگر بخواهیم درستی این نتیجه را برای هر مستطیلی نشان دهیم. باید از 
روش استدلال استنتاجی استفاده کنیم. درستی حدسی را که در فعالیت ۵-۱ با کمک استدلال 
استقرایی زدیم با روش استدلال استنتاجی نشان می‌دهیم : 

مستطیل دلخواه ۸0 را در نظر گرفته. نیمسازهای زاویه‌های داخلی آن‌را رسم می‌کنیم. 


۸ ۳ 


۱15 
گام ۱ 

۸۹ 

۸۱ 7 ۵۳ 

۸ 

[2 - ۵ 


)۱( 2 
گام ۲ 
با استدلالی مشابه گام ۱ نتیجه می‌شود مثلث 3266 متساویالساقین و قائم‌الزاویه است. پس : 
)۲ 0 ۹ لا 
0 همنهشت هستند. بنابراين ؛ 
6 - 177 


با استدلالی مشابه گام 2 نتیجه می‌گیریم که مثلث (۲۷۲) نیز متساوی‌السافین و قائم‌الزاویه 
است. یعنی : 
(۳( ۷ - ۷ , 177-۹۰ 
گام ۲ 
از رابطه‌های (۰)۱ (۲) و (۲) نتیجه می‌گيريم که جهارضلعی ۱۷26۷2 مستطیل است (حرا؟) 
باتوجه به رابطه‌های (۲) و (۳) می‌توان نوشت : 
- ۷۷) - ,7 - 121۷ 


)۲( ۲ 2 ,۱۷7 
یک مریع است. درنتیجه در حالت کلی نشان دادیم که : 


در اثبات بالاء از حکمهایی (حقایقی) استفاده کردیم که درستی آنها را قبلا دیده بودیم. آن 
حکمها عبارتند از : 

س مجموع زاویه‌های داخلی هر مثلث ۱۸۰ درجه است ؛ 

- مثلثی که دو زاویةٌ راون دارد. متساوی‌الساقین ابنت؟؛ 

- زاویه‌های متقابل به رأس براپرند ؛ 

تمرین ‏ مشخص کنید هریک از حکمهای بالا در جه قسمتهایی از اثبات بالا مورد استفاده 
قراز گرفته اسنت؟ 

با رسم نیمساز هر زاویة مثلث, ضلع مقابل به آن زاویه به دو پاره خط تقسیم می‌شود. طول دو 
پاره خط ایجاد شده رابطهٌ جالبی با طول دو ضلع آن زاویه دارند. این رابطه را در قضیه بعدی بیان 
کرده و با استفاده از استدلال استنتاجی. درستی آن را نشان می‌دهیم. 


۱۲ 


قضیه: در هر مثلث, نیمساز هر زاویه داخلی. ضلع روبه‌رو به آن زاویه را به 


نسبت دو ضلع زاویه قطع می‌کند . 


یعنی با توجه به شکل اگر ۸0 نیمساز زاويةٌ داخلی ۸ باشد» باید ثابت کنیم 


۸ 
دا ات۲۳ 
0 +( ‌ / " 
۱ پرهان: ضلعهای 8۸ و 130 را امتداد می‌دهیم و شکل ۲ 
از راس ) خطی به موازات نیمساز زاویهٌ ۸ (یعنی دآ۵) 
رسم می‌کنیم تا امتداد 8۸ را در ۲ فطع کند. 
ک-_ِ8 
بر 
: یط 
0 
۱ 
بیس 
شکل ۴ ۱ ۱1 ۳ 


(0 


عم 
)۳( ۸۱-6 
از ظرقن طق ری سا( تسار اسع دنه تین 
۳ ار 
حال از رابطه‌های (۱)» (۲) و (۳) می‌توان نتیجه گرفت 
6 
(۲( ۸۲-۷ 
۵ _ ظ۸ 
60 ۸۲ 


با توجه به رابطةٌ (۴) اگر در رابطه (۵) به جای :۸۲ مساوی آن ۸6 را جایگزین کنیم. خواهیم داشت 
2 _ ظه 
0 اخ((, 
که حکم ثابت می‌شود. 
ادعایی که درستی آن‌را در قضیهٌ قبل نشان دادیم. محدود به مثلث خاصی نیست. زیرا یک 
مثلث را بدون هیچ شرطی رسم کردیم و نشان دادیم که نیمساز هر زاویة داخلی مثلث, ضلع رو به‌رو 
به آن زاویه را به نسبت دو ضلع آن زاویه تقسیم می‌کند. نمادهایی را هم که برای نامگذاری 
امتداد ضلعها و راسهای مثلث در شکل به کار بردیم؛ هیچ ویژگی خاصی نداشتند و می‌توانستیم آنها را 
با هر نماد دیگری عوض کنیم و با روش استدلال استنتاجی, ادعای فوق را ثابت نماییم. 
تمرین: ثابت کنید نیمساز هر زاويه خارجی مثلث.ضلع روبه‌رو به آن زاویه را به نسبت دو 
ضلع آن زاویه تقسیم می‌کند. 
تا کنون, با استفاده از روش استدلال استنتاجی ثابت کردیم که : 
- از تلاقی نیمسازهای هر مستطیل, یک مربع پدید می‌اید ؛ 
- هر زاویه خارجی مثلث برابر مجموع دو زاویه داخلی غیرمجاور آن است ؛ 
نیمساز هر زاویه داخلی مثلث ضلع روبه‌رو به آن زاویه را به نسبت دو ضلع آن زاویه تقسیم 


اين نتیجه‌های کلّی که هميشه درست هستند. نمونه‌هایی از قضیه می‌باشند. 

به مثالهای بیشتری توجه کنید : 

۱- یکی از مهمترین قضیه‌های ریاضی قضیه فیثاغورس است : 

در هر مثلث قائم الزاویه. مربع وتر برابر مجموع مربعهای دو ضلع دیگر است. 

۲-اگروتر و یک ضلع از یک مثلث قائم‌الزاویه با وتر و یک ضاع از مثلت قائم الزاوية دیگری 
تظتر به تین پراش بانتله باه ان دز شلات هت سد : 

۳-برای هر زاوية »۰0 رابطه زیر برقرار است : 

۱ 6 0۵ 8 اطلو 

۴-برای هر دو عدد حقیفی مثبت و ۷. 

هميشه نقطه همرسی ارتفاعها در داخل مثلث قرار دارد. اما وقتی که این حدس را با مثلثی به 


۱-اثبات این قضیه در هندسه ۱ آمده است: 


۱۴ 


ضلعهای ۰.۶ ۸ ارنودیت: مشاهده کردید که ارتفاعها بیرون مثلث یکدیگر را قطع میکنند. این 
مثلث خاص. شا تقضی را ان لس کل بونق: 

شاید با اين مثال نقضء حدس خود را کامل‌تر نمودید و ادعا کردید که نقطهٌ همرسی ارتفاعها 
یا داخل مثلث قرار می‌گیرد یا خارج آن. با این حال, ادامهٌ فعالیت ۴-۱ و بررسی نقطا همرسی 
ارتفاعهای مثلث قائمالزاویه به شما نشان داد که حدس جدید نیز یک نتیجه‌گیری کلی نمی‌باشد زیرا با 
یک مثال. عمومیت نتیجه‌گیری کلی از بین رفت. 


به مثالی که نشان دهد یک نتیجه‌گیری با یک حدس کلی نادرست است مثال 


نقض گفته می‌شود. 
توجه: درستی یک نتیجه‌گیری کی به وسیلة استدلال استنتاجی اثبات می‌گردد. یا نادرستی 
آن با یک مثال نقض نشان داده می‌شود. 
منال: حاصل جمع هر دو عدد گنگ همواره عددی گنگ است. 
حل : برای رد این ادعای کلی» کافی است دو عدد گنگ را به‌صورت زیر انتخاب کنیم 
۲-۷۲ 
۳۲ < 7 


در این صورت؛ 
2۰ (۲/) + ۲ 7و + ور 
یعنی اگر جه موارد زیادی وجود دارد که در آنها: ی عدد گنگ, عددی گنگ است 
ولی با این حال, با مثال نقض بالاء نادرستی نتیجه‌گیری کلی مجموع دو عدد گنگ همواره عددی 
گنگ است را نشان دادیم. 
در هندسه؛ مثال نقض کاربردهای فراوانی دارد. 


فعالیت ۱۰-۱ 


برای رد حدسهای کلی زیر مثال نقض ارائه کنید. 
الف) نقطه همرسی عمودمنصف‌های سه ضاع یک مثلث همواره داخل مثلث قرار می‌گیرد. 
ب) نقطه همرسی عمود منصف‌های سه ضلع یک منلث یا داخل مثلث یا خارج آن واقع است. 
پ) ارتفاعهای هر مثلث داخل مثلث واقع است. 
نش هز زاونه خارسی یکی لاله از هر ژاویة داخلی ان رک اه 

۱۵ 


۲-۲-۱ - قضیه‌های ثرطی: زبان فارسی سرشار از ضرب‌المتلهای شیرین و آموزنده 
است و هدف آنهاء آگاه کردن مردم از پیامدهای کارهایشان است. ضرب‌المثلهای «درخت تو گر بار 
دانش بگیرد. به زیر آوری جرخ نیلوفری را». «تا نبارد ابره کی خندد جمن» و «سحرخیز باش تا کامروا 
باشسی» تأکید می‌کنند که اگر « گرفتن بار دانش». «باریدن»» و «سحرخیزی» باشد. آنگاه «به زیر 
آورفظ جرخ نیلوفری». «خندیدن حمن». و «کامروایی» یف وه 

در ریاضیات. بسیاری از قضیه‌ها ب‌صورت جمله‌های شرطی هستند. به مثالهای زیر توجه کنید : 

الف) اگر عدد حقیقی ‏ بزرگتر از ۵ باد. آنگاه «۴ بزرگتر از ۲۰ است يا اگر ۵ < ۶ آنگاه 
۰ < ۳۶ 

ب) اگر مثلئی متساوی‌الساقین باشد, آنگاه زاویه‌های روبه‌رو به ساقها با هم برابرند. 

پ) اگر جهارضلعی مستطیل باشد. آنگاه از برخورد نیمسازهای زاویه‌های داخلی آن یک مربع 
به‌وجود می‌اید. 

این گونه جمله‌های شرطی قضیه‌های شرطی نامیده می‌شوند. 

در قضیه‌های شرطی. جملهٌ شرط يا جمله‌ای که بعد از «اگر» می‌اید. «فرض قضیه» و جمله 
نتبحه که بعد از کلمه «آنگاه» می‌آید» «حکم قضیه» نامیده می‌شود. در مثالهای بالاء فرض و حکم از 
این فرارند : 

الف) ۵ < ۰ فرض قضیه و ۰< ۴۶ , حکم قضیه است. 

ب) مثلث متساوی‌الساقین است. فرض قضیه و زاویه‌های روبه‌رو به ساق‌ها برابرند. 

پ) جهارضلعی مستطیل است. فرض قضیه و مربع بودن شکل حاصل از برخورد 
نیمسازهای زاویه‌های داخلی. حکم قضیه است. 

دو کلم اگر و آنگاه نقش تعبین‌کننده‌ای در قضیه‌های شرطی دارند و در هر قضیة شرطی» 
حکم از فرض نتیجه می‌شود. برای مثال. از فرض ۵ < 5 نتیجه می‌شود که ۲۰ < ۴ . این رابطه را 
می‌توان به زبان نمادین به‌صورت زیر نوشت : 

۰ < ۴۶ ج< ۵ < ۲ 

این عبارت به دو صورت زير خوانده می‌شود : 

۵ < ۲ نتیجه می‌دهد ۲۰ < ۴۶ 

شا کر ۵< ۶ آنگاه ۲۰ < ۴۶ 


۴ 


بنابراین. علامت «ج-» به‌دو صورت نتیجه می‌دهد و آنگاه خوانده می‌شود.در حالت کلی» 
یک قضیه شرطی به‌صورت ٩‏ < 2 بیان می‌گردد که در آن 0 فرض قضیه و 4 حکم قضیه است. هر 
قضيةٌ کلی را می‌توان به صورت قضیه‌های شرطی بیان کرد. به مثال‌های زیر توجه کنید : 

۱- در هر مثلث قان‌الزاویه. مربع وتر برابر مجموع مربعهای دو ضلع دیگر است. 

این قضیه را می‌توان ب‌صورت یک قضیه شرطی نوشت : 

اگر مثلنی قائمالزاویهبائد. آنگاه مریع وتربرابر مجموع مربعهای دو ضلع دیگر آن مثلث است. 

۲- مجموع زاویه‌های داخلی هر مثلث ۱۸۰ است. 

این قضیه را می‌توان په‌صورت قضیه شرطی زیر بیان کرد : 

اگر شکلی مثلث باشند. آنگاه مجموع زاویه‌های داخلی آن ۱۸۰ است. 

قضیه‌های شرطی در هندسه دارای نقش مهمی هستند و اغلب برای سادگی بیان. قضیه 
شرطی. قضیه نأمیده می‌شود. 

هرگاه در یک عبارت شرطی. فرض برقرار باشد ولی حکم درست نباشد. اين عبارت شرطی 
یک قضیه شرطی نخواهد بود. برای مثال عبارت شرطی زیر را در نظر بگیرید : 

اگر ۰< > آنگاه < ر. 


گر 2 را در راب لا قرار دهیم. آنگاه * - بر در اینجا فرص » << )1 برقرار است 


ولی حکم ۱ | بنایراین. این عبارت شرطی یک قضیه نیست. 
۲ ۴ 


از قضیه‌های شرطی دیگر مهم‌تر و با ارزش‌تر هستند. در قضیه فیثاغورس. فرض آن است که مثلث 
فان الزاویه است و حکم آن است که مربع وتر برابر مجموع مربعهای دو ضلع دیگر مثلث است. 
حالا په عبارت شرطی زیر توجه کنید : 
اگر در مثلئی مربع یک ضلع برابر مجموع مربعهای دو ضلع دیگر باشد. آنگاه آن منلث 
قائم الزاویه است. 
است و حکم آن است که آن مثلث قائم الزاویه است. 
مشاهده می‌شود که در این عبارت شرطی: فرض و حکم برعکس فرض و حکم در قضیه 
۱۷ 


اگر جای فرض و حکم در یک قضيه شرطی عوض شود. عبارت شرطی حاصل 


عکس قضید شر طی نامیده می‌شود. 


در مثال قبل, عکس قضي؛ فیثاغورس خود یک قضيه شرطی است. آیا هميشه عکس یک 
فضیةٌ شرطی» یک قضیه شرطی است؟ به آن فکر کنید! 


فعالیت ۱۱-۱ 


۱- قضیه‌های شرطی زیر را در نظر بگیرید : 

الف) مساحتهای هر دو مثلث همنهشت با هم برابرند. 

ب) اگر در دو مثلت. طول ضلعها نظیر به نظیر با هم برابر باشند. آنگاه زاویه‌ها نظیر به نظیر با هم 
پرابرند. 

پ) اگر سه ضلع مثلث برابر بائنده آنگاه هر زاویهٌ آن ۶۰۳ است. 

ت) مثلئی که دو زاویه برابر دارد. دارای دو ضلع برابر است. 

۲- عکس قضیه‌های شرطی بند (۱) را بنویسید. 

۳ عکس کدامیک از قضیه‌های شرطی بند (۱) خود یک قضیه شرطی است و کدامیک از 
انها قضیه شرطی نیست؟ حرا؟ دلیل ان را توضیح دهید. 


اگر عکس یک قضیه شرطی خود یک قضیه شرطی باشد. آنگاه این دو قضیه 


شرطی را می‌توان به‌صورت یک قضیه بیان کرد. جنین قضیه‌ای» قضیه 
دوشرطی نامیده می‌شود . 


جنانجه در قضیه فیثاغورس. فرض قضیه یعنی «مثلث قانم‌الزاویه است» را با و و حکم قضیه 
یعنی «مربع وتر برابر مجموع مربعهای دو ضلع دیگر است» را با 4 نمایش دهیم, آنگاه. با این نمادگذاری 
قضیه فیناغورس به‌صورت 
510 ۲ 
و عکس قضیه فیثاغورس به‌صورت 
5 
۱۸ 


نمایش داده می‌شود. حون قضیه فیثاغورس و عکس آن هر دو برقرار هستند. با استفاده از نمادگذاری 
بالا می‌نویسیم 
۲ 
و می‌گویيم ۳ هم ارز (معادل) و است و می‌خوانیم 
م اگر و تنها اگر و 


بعنی؟ 
مثلث قائم الزاویه است اگرو تنها اگر مربع یک ضاع برابر مجموع مریعهای دو ضلع دیگر باشد. 
بناپراین» برای اثبات قضیه دوشرطی و جه و , بایستی قضیه‌های شرطی ٩‏ < 0 و 0 << و را ثابت 
کم 

قضیه: اگر در مثلنی دو ضاع نابرابر بانمند. آنگاه زاويه مقابل به ضلع بزرگتر. 


ی 
یعنی در مثلث ۸ (شسکل ۵) 
فرض: ۰۸0<۸8. و حکم: 6 <8 


به اندازه؛ ۸5 روی »۸ جدا می‌کنيم و از نقطةٌ 11 به 5 وصل می‌کنيم. . . و 
حون ۸۱۷ < ۸ ۰ پس مثلث ۸۳۷ متساوی‌السافین است. درنتیجه ؛ 


۸ ۸ شکل ۵ 
)۱ ۲۰۱ - ۱[ 


از طرفی جون زاوية ,21 یک زاويهٌ خارجی مثلث ۱10 است. درنتیجه از هریک از زاویه‌های 
۳( ِ« 1 
با توجه به دو رابطهٌ (۱) و (۲) 
۳( هِ« 8 
و درنتیجه زاوية ,13 جزیی از زاویه 3 است. یعنی : 


8< 8 (۳) 


از مقايسة (۳) و (۴)نتیجه می‌ود : 
0 <8 
باعوض کردن جای فرض وحکم در قضیه شرطی. عکس قضیه را می‌توان بیان کرد. 


در مثل دو زاویه نابرابر بانند. ضلع روبه روی زآويهة بزر 


بزرگتر است از ضلع روبه‌روی زاويه کوچکتر. 


تمرین س از طریق استدلال استقرایی» پیش‌بینی کنید که ایا عکس فضیةٌ فوق برقرار است؟ 


مسأله‌ها 

ابا استفاود از انسلال ایشتاعی؛ کابج زر زا کانل کنید: 

الف) در هر مثلث ارتفاعها همرسند. ۸16 یک مثلث قائم‌الزاویه است. 

نتیجه : ارتفاعهای 55 3 

ب) لازمه اشتغال در قرن ۲۱ میلادی داشتن سواد ریاضی است. علی در سال ۱۳۷۰ خورشیدی 
تاونا امه انت: 

نتیجه : علی برای پیدا کردن شغل, باید 

پ) برای اینکه بتوانه نیم مسأله‌ای را حل کنیم ابتدا ۳0 محمود می‌خواهد 
مساله حل کند. 


نتیجه : محمود باید 

۲. آيا نتایج زیر از عبارتهای داده شده حاصل می‌شوند؟ جواب خود را توضیح دهید. 

الف) همه دانش‌آموزان توانایی یادگرفتن ریاضی را دارند. 

کلتار خاش موز اش 

نتیجه : گلنار می‌تواند ریاضی یاد بگیرد. 

ب) بعضی از متوازی‌الاضلاعها مربع هستند. 

حهارضلعی ۸0 یک متوازی‌الاضلاع است . 

نتیجه : ۸136 یک مریع است. 

۳. کدامیک از عبارتهای زیر درست و کدامیک نادرست است.در صورت نادرست بودن 
یک مثال نقض پیدا کنید. 

الف) اگر دو زاویه مکمل یکدیگر باشند. آنگاه هر دو زاویه قائمه هستند. 


ب) اگرسه نقطه‌روی یک خط باشند. آنگاه از این سه نقطه فقط یک صفحه می‌گذرد. 

۴ قضیه‌های زیر را ب‌صورت قضیه‌های شرطی بنویسید و سپس تعیین کنید عکس آنها 
قضیه شرطی است يا نه درصورتی که یک قضیه نباشد یک مثال نقض بیاورید. 

الف) هر مستطیل یک متوازیالاضلاع است. 

ب) هر دو مثلث همنهشت دارای مساحتهای برابر هستند. 
پ) در دو مثلث متشابه, ضلعهای متناظر. متناسب هستند. 


بت 


( 
فرکین دیاز ند کی تم کت در استان فارس است. 


۵ قضیه تالس را به‌صورت قضیة دوشرطی بنویسید. 


۶ در شکل مقابل : ۸ 

ثابت کنید ۲8 < 81۳ ۱ 1 

۷ درستی حدس به دست آمده از انجام فعالیت ۱-۱ را با استفاده از استدلال استنتاجی نشان 
دهید . 

۸ با استفاده از استدلال استنتاجی ثابت کنید مجموع فاصله‌های هر نقطه درون مثلث 
متساوی‌الاضلاع از سه ضلع ان مقداری ثابت است. سپس ان مقدار ثابت را به‌دست اورید. 

٩‏ با استفاده از استدلال استقرایی پیش‌بینی کردید که از تقاطع نیمسازهای زاویه‌های داخلی یک 
متوازی‌الاضلاع. یک مستطیل پدید می‌آید. اين حدس را با استفاده از استدلال استنتاجی ثابت کنید. 

۰ با استفاده از استدلال استنتاجی ثابت کنید اگر از یک نقطه اختیاری روی قاعده یک 
مثلث متساویالساقین دو خط به موازات دو ساق رسم کنیم ت آنها ر فطع کند, آنگاه ی طول 
پانشهای ا رای مور از طول یبای صلت تفر هد ود 

۱. از تقاطم نیمسازهای زاویه‌های داخلی یک مستطیل» یک مربع پدید می‌آید. رابطه بین 
طول ضاع این مربع و اضلاع مستطیل را به‌دست آورید. 

۲ مثلث متساوی‌السافین ۸۳0 را در نظر بگیرید. نقفطه دلخواه ۳ را روی قاعده 130 
اختیار کنید سپس مجموع فاصله‌های نقطةٌ ۴ از دو ساق ۸9 و ۸6 را به‌دست آورید. با جابه‌جا 
کردن نقطه 7 روی قاعده این مجموع جگونه تغییر می‌کند؟ درستی حدس خود را با استفاده از 
استدلال استنتاجی ثابت کنید. 

۳۱ 


۳ مساله ۱۲ را در حالتی که نقطه طروی امتداد 130 فزار داشتهباشد در نظر بگیرید و نشان 
دهید تفاضل فاصله‌های نقطه ۳ از دو ساق مقدار ثابتی خواهد بود. 

۴ سه ضلع مثلئی ۱۲۰۸ و ۱۵ سانتی‌مترند. اندازه پاره‌خطهایی که نیمساز درونی زاویه 
بزرگتر مثلث بر ضلع مقابل آن پدید می‌آورد. را تعیین کنید. 

۵ در مثلث »۸13 میانةٌ ۸۱ و نیمسازهای دو زاویه ۸18 و ۸6 را رسم کنید. این دو 
نیمساز اضلاع طد و ۸ را قطع می‌کنند. این نقاط را به ترتیب ۳ و ۵0 بنامید. سپس ابت کنید دو 
خط ۳۵ و 36 با هم موازیند. ۳ 

۶ در مثلث ۰۸۳80 ۸ ارتفاع و ۸ تیفستاز: سینت 
مساحت مثلث (۸1 و (۸)۲ را به‌ترتیب با 5 و ٩‏ نشان می‌دهیم. 

الف) با در نظر گرفتن 91 و 0 به عنوان قاعده این 
نها, نسبت > را به‌دست آورید. 

ب) از 0 عمودهایی بر اضلاع ۸3 و ۸۲ رسم کنید و پای ۴ »1 ِ 
آنها را ۷ و آ بنامید. 93 و ۳ جه رابطه‌ای با هم دارند؟ 

پ) با در ظر گرفتن ۸1 و ۸6 بهعنونقاعدمتتهای ۸91 و ۸0 نسبت ی را به‌دست 
اورید. 


ت) از مقایسةٌ نسبتها در بند (الف) و (ب) جه نتیجه‌ای می‌گیرید؟ 


۳-۱ - اثبات غیرمستقیم یا برهان خلف 

معمولا رای اثبات قضیه‌ها. ب‌طور مستقیم از داده‌ها که همان فرض‌ها هستند شروع می‌کنیم 
و با استفاده از سایر قضیه‌ها و اصلها و تعریفها یعنی حقایقی که درستی آنها را پذیرفته‌ایم. 
برقراری حکم را نشان می‌دهیم. با این حال. به سادگی نمی‌توانیم بعضی از قضیه‌ها را به‌طور مستقیم 
اثبات کنیم و بهتر است راه غيرمستقيم را پیش بگيریم. 

در زندگی روزانه از استدلال غیرمستقیم استفاده زیادی می کنیم. برای مثال, در یک آزمون 
یبا ک یاه اگر مطمتن نباشید که پاسخ درست. کدام گزینه است اما بتوانید درباره نادرستی دو گزینه 
با اطمینان قضاوت کنید و به دلیل نادرستی آنها را حذف نمایید. آنگاه با اعتماد به نفس احساس 
می‌کنید که گزينةباقی‌مانده پاستخ درست است: انشدلال غيرمستقيم با آثبات غیرهستقيم است که 
در آن, تمام نتیجه‌گیری‌های ممکن به جز نتیجه گیری‌های مورد نظر حذف می‌شوند. بنابراین, نتیجه‌گیری 
۲۲ 


باقی‌مانده باید درست باشد! 

متال: در سلت ۵۸9 (شکل :۸۱2 یمان زاوبه ۸ است: اکر ۶۱(6 ۱ نایت کییز 
0 خخ . ۸ 

حل: با فهمیدن مسأله ؛ می‌توانیم فرض و حکم آنرا بنویسیم : 

فرض: درمئلث داده شده ۰۸ 0 3 

حکم: ۸6 ۸۶ کل ۶ 

دو پاره‌خط ۸ و ۸6 نسبت به هم فقط دو حالت دارند : يا با هم مساوی نیستند یا با هم 
مساوی هستند. اگر با هم مساوی نباشند, اين همان نتیجه مطلوب بوده و حکم ثابت است. با استفاده 
از اثبات غیرمستقیم می‌خواهيم امکان وجود حالت دوم یعنی تساوی این دو پاره‌خط را حذف 
کنیم. برای این کارء با بول فرض مسأله. خلاف یا نقیض حکم را در نظر می‌گيريم و نشان می‌دهیم که 
با وجود فرض مسأله. برقراری نقیض حکم امکان‌پذیر نیست. 

اگر نقیض حکم یعنی ۸6 - ۸ برقرار باند. در این صورت مثلث ۸136 متساوی‌الساقین 
است و می‌دانیم که در مثلث متساوی‌السافین, نیمساز زاویه راس, میانهةٌ ضلع مقابل به آن نیز هست؛ 
60 - 31 . اما طبق فرض مسأله. 190 ۶« (131 یعنی وجود نقیض حکم با فرض داده شده در 
تناقض است. یعنی ۸6 - ۸1 نمی‌تواند درست باشد. (جرا؟) پس )۸ < ۸ باید برقرار باشد و 
حکم ثابت است. 

این حقیقت که یک عبارت ریاضی نمی‌تواند همزمان هم درست و هم نادرست باشد اساس روش 
اثبات غیر مستقیم است. به بیان دقیقتر روش البات غیرمستقیم بر مبنای دو اصل منطقی استوار است : 

۱- یک عبارت ریاضی و خلاف (نقیض) آن. هر دو درست نیستند ؛ 

۲- فقط یکی از دو عبارت ریاضی که یکی از آنها خلاف (نقیض) دیگری است» درست است. 

اثبات غیرمستقیم, برهان خلف نیز نامیده می‌شود. برای استفاده از برهان خلف يا اثبات 
غیرمستقیم. گامهای زير را بر می‌داریم : 


گام ۱: فرض می‌کنيم نقیض حکم درست باشد. 
گام ۲: نشان می‌دهیم که نقیض حکم با حقایق دانسته شده یا فرض اولیه در 


تناقض است. 
گام ۳: با نادرست بودن نقیض حکم, نتیجه می‌گیريم که حکم درست است. 


۳۳ 


مه ور زاب تفا از روش هه اک نا 
اگر در مثلثی دو زاویه نابرابر بانشد. ضلع روبه رو به زاویه بزرگتر, 


بزرگتر از ضلع روبه روی زاویه کوجکتر است. 


حل: ابتدا شکلی رسم می‌کنيم که شرابط فرض مسأله 
را داشته باشد. یعنی مثلثی با دو زاوية نابرابر رسم می‌کنیم و 
آن‌را »۸ می‌ناميم. اگر در مثلث ۵190 زاویةٌ 1 بزرگتر از 
زاویه ) باشد. آنگاه باید نشان دهیم ضلع ۸6 بزرگتر از ضلع بر ۲ 
۳ است. به زبان نمادین. شکل ۷ 

فرض: 6 < 13 

حکم: ۸ <۸0. 

گام ۱: فرض می‌کنيم نتیجه مطلوب درست نباشد یعنی ۸5 ۸0 . 

گام ۲: در این صورت ۸ > ۸6 . 

اگر ۸0-۸ آنگاه مثلث متساویالسافین است و درنتیجه 18-6 که با فرض قضیه 
ی دز قشاق 

-اگر قت۸ > 6 طیق قضیه ۱ بش فبل: 0 13 که با فرض قضیه‌یعتی 6 < 5 درتتاقض 

بنابراین به یک تناقض رسیدیم . 

گام ۳: این تناقض نشان می‌دهد که نقیض حکم یعنی ۸3 ۸0 نادرست است. درنتیجه 
حکم قضیه درست می‌باشد. 

این مثال نشان می‌دهد که عکس قضیه ۱ برفرار است. یعنی قضیه ۱. یک قضیه دوشرطی 
بت ی ت تیان کت 


1 


ضلع بزرگتره بزرگتر از زاویه روبرو به ضلع کوجکتر بائند. 


۳۳ 


قضیه نامساوی مثلث: در هر مثلث. مجموع طولهای هر دو ضلع از طول 


ضلع سوم بزرگتر است. 
توجه: با فرض مثلث بودن ۸10 می‌خواهیم درستی حکم زیر را 
تشان دهیم : 18 
< 0 + خر 
ِِ" 0 < ۸0 +۸۲۶ ۶ 
8 <۸6 +86 شکل ۸ 


کافی است یکی اژ سه نامساوی حکم را ثابت کنیم (اثبات دو قسمت دیگر کاملاً مشاپه این 
قستعت است | 


برهان: مسأله را به مسأله‌ای تبدیل می‌کنيم که حل آن را می‌دانیم. 


پرای این کار. ضلع 136 را از رأس 13 امتداد می‌دهیم و به قر* 0 
اندازه ۸۳ روی آن جدا می‌کنيم تا نقطه 10 به دست آید. سپس: را 
را به ۸ وصل می‌کنیم. 8 ۵ 


در مثلث ۰۸۲ حون 9 
)۱( طم > 1 
درنتیجه 39 ۱-2۸ 
همحنین در مثلث ۸۲0 
)۳( 0+ ۳8 < 10 
با توجه به (۱)» 
)۳( 0+ ۸۲ < 1۳0 
و با توجه به شکل. 
۵( 2 ۸ <20ظ 
طبق (۵) و قضیه ۰۱ 
0 < 1۳ 
با استفاده از (۴), 
۷ <0 + ۸۵۲ 


و حکم ابت است. 


نکته: این قضیه در ریاضیات ایرانی به «قضیه حمار» مشهور است و دلیل این نامگذاری این 
۲۵ 


است که اگر برای رسیدن به علوفه دو راه به‌صورت زير ممکن باشد, حیوان به‌طور غریزی و طبیعی راه 
کوتاهتر را انتخاب می‌کند که حاکی از بدیهی بودن قضیه نامساوی مثلث است. 


سکل ۱۰ 


در اثبات قضیه بالاء ابتدا آن را به قضیه‌ای تبدیل کردیم که اثبات آن‌را می‌دانستيم و سپس با 
استفاده از آن, حکم را ثابت کردیم + ان انست ا تشه تبویل مساله ید مساله خر بقار ند است که 
اتقاوه از ان با خی ساله‌های آتات ی ها رسای ملیق اس 

عکس قضیه بالا نیز یک قضیه است که به قضیه و جود منلث معروف است. 


قضیه وجود مثلث: سه عدد حقیقی مثبت ۰8 0 و > داده شده‌اند. اگر هریک از 


این عددها از مجموع دو عدد دیگر کوچکتر بائد. آنگاه مثلئی وجود دارد که 
ضلمهای آن را 


منال: آیا مثلثی با ضلعهای ۲۰۰۱۲ و ۳۰ وجود دارد؟ 
حل: برای اثبات وجود مثلث. رابطه‌های زير باید برقرار باشند : 
۰ ۳۰ +۲۰ > ۱۲ 
۷۲ ۳۰ +۲۰۱۲ 
۲ 2 ۲۰۸۱۲ >۳۰ 
از برقراری نامساوی بالاء طبق قضیه وجود مثلث نتیجه می‌گیریم که مثلئی با ضلعهای ۰۱۲ 
۰و ۰ وجود دارد. 


تمرین س ثابت کنید در هر مثلث طول هر ضلع از تفاضل طول دو ضلع دیگر بزرگتر است. 


۱- خلاقیت ریاضی نوشته جورح پولیا ترجمه پرویز شهریاری 


۲- اثبات این قضیه خارج از برنامةٌ رسمی درس است و در مجلهٌ ریاضی آورده شده است. 


۳۴ 


قضیه ولا ( قضیه قیجی) 

قضیه لولا را می‌توانید به‌صورت یک در دو قسمتی تصور کنید. ‏ » 
اگر قسمت بالایی در از قسمت پاینی یشتر بزباشد. ملثی که توسط 
زاوه‌های »۸39 و 1012 تشکیل می‌شود دارای دوجفت ضلع همنهشت 
است؛ یعنی 5 - ۸ و 30-۳۳ . ام . 


تقاط ۸ 
ضلع )۸ را با 10۳ مقایسه کنید. به نظر می‌آید که 1۳ < ۸۸0 
قضیه لولا: اگر دو ضلع از مثلئی با دو ضلع از مثلث دیگر نظیر به نظیر مساوی 
باشند و زاویه بیز این دو ضلع در مثلث اول بزرگتر از زاويهٌ بين دو ضلع نظیر از 
مثلث دوم باشد. انگاه ضلع سوم از مثلث اول بزرگتر از ضلع سوم از مثلث دوم 


ات 1 0 ۶ 
۳ شکل ۱۲ ۸ 


توجه : برای ساده‌تر شدن. فرض و حکم قضیه را می‌نویسیم : 
فرض: مثلثهای ۸۳ و 0۲[ داده شده‌اند به‌طوری که 


۳ 2 ۸8 و 80-۳۳ و 0۳۳۲ دید 
حکم: ۳ < ۸0 
برهان: جون ۳ < ۸ , از 5 خط 88 را طوری * 
رسم می‌کنيم که 98۳ < ۸810 و ۳۳ < 315 باشد. 
با رسم ۸5, مثلث ۸88 با مثلث ۳۳ همنهشت 


می‌شود . (حرا؟) درنتیجه ؛ 


۳ - ۸ 
حون ۳ < 80 
و ۳ - 121 
تن 8 -< 180 


۳۷ 


حال 0 را روی ۸ طوری انتخاب می‌کنیم که 190 نیمساز زاویة »13 باشد. با رسم 0015 
دو مثلث 00 و ۳006 همنهشت هستند. حرا؟ درنتیجه ؛ 
)۱( 0 - 08 
همحنین در مثلث ۸00 با توجه به نامساوی مثلث ؛ 


)۲( ۶ < 08 +۸0 
با تایه( 
)۳( ۲ <00 +۸0 
جون 0 بر پاره‌خط )۸ قرار دارد. بنابراین : 
)۳( 00-۸ +۸0 
از (۲) و (۴) نتیجه می‌شود 
< ۸0 


جون 21۳ ۸ پس 1 <۸0 و حکم ثابت است. 


عکس قضیه لولا : اگر دو ضلع از مثلنی با دو ضاع از مثلث دیگر نظیر به نظیرمساوی 


بائد و ضلع سوم مثلث اوّل بزرگتر از ضلع سوم مثلث دوم باشد. آنگاه زاويةٌ ین دو 
ضاع از مثلث اوّل بزرگتر از زاويةُ بين دو ضلع نظیر از مثلث دوم است. 


مسأله‌ها 
۱ حسن در دادگاه تخلفات رانندگی اظهار داشت «من نمی‌توانم عامل اين تصادف باشم زیرا 
در زمان وقوع تصادف, در محل کارم بوده‌ام و برای این ادعاء شاهد هم دارم.» نوع استدلال حسن 
را توضیح دهید. 
با استفاده از برهان خلف. مسأله‌های ۲ تا ۶ را حل کنید. 
۲ اگر 2 9 و » سه خط راست باشند که 2/0 و له , آنگاه وله . 
۲ در چهارضلعی ۷۲۱0۳ دو قطر ۱۲0 و ۱۷۳ یکدیگر را در * قطع می‌کنند. 
الف) نشان دهید اگر ( - ۷1۳ و 2 
0۲ ۶ 0(۲, آنگاه ۷10 نیمساز زاویةٌ (۳(۷ نیست. 1۷ 
ب) نشان دهید اگر ۱ ۱۷۳ و ۶0۳ 0(۷ , آنگاه 
۲۸ 


۴ در دو لت ۸80 وه اگر هم ر ۸ هو که ۸ نیت 
کنید ی ار باه 

۵ در هر مثلث 

الف) هر دو نیمساز زاویه‌های داخلی متقاطعند. 

زا رک 

پ) هر دو ارتفاع متقاطعند. 

ت) عمودمنصف‌های هر دو ضلع متقاطعند. 

۶ عمود منصف هر پاره‌خط یکتاست. 

۷ سه پاره‌خط با طولهای «۶, ۷+, (۱- ۴65 داده شده‌اند. اگر مجموع این طولها ۳۶ 
باشد» ایا این پاره‌خطها می‌توانند ضلعهای یک مثلث باشند؟ ومع دهد 

۸ مثلث ۸۳۴ متساوی‌الاضلاع است. 


اگرظ > ط3. ثابت کنید ۸6 > 3۸ . 


0 سِ 8 

5 ثابت کنید در هر مثلت, هر میانه از نصف مجموع دو ضلع مجاور آن کوجکتر است. 

۰ ثابت کنید مجموع فاصله‌های هر نقطه داخل مثلث از سه راس؛ از نصف مجموع سه 
ضلع مثلت بزرگتر است. 

۱ نقطه ۲ را به دلخواه در درون مثلث ۳۸6 انتخاب می‌کنیم ثابت کنید زاویه ۳1916 از 
زاویه ۲۸16 بزرگتر است. 2 


1 1۳ 
۱ در مثلث >۳۸۲. نقطه ۷1روی ضلع ۳۷ قرار دارد. 


الف) ثابت کنید اگر ۸1 ۳۷ آنگاه 111 < ۸۵۳ 
ب) ثابت کنید اگر ۸1 - ۸۳1 آنگاه ۸1 < ۸۵۳ ۳ 


۳۹ 


مجلهٌ ریاضی 

هرچند گالیله گفته است «کتاب عظیم طبیعت را به‌زبان ریاضی نوشتهاند» و 
افزوده است که «الفبای این زبان. مثلئهاء دایره‌ها و ساير شکلهای هندسی‌اند که بدون 
آنها انسان در هزارتوی ظلمانی سردرگم می‌شود», اما این شکلهای هندسةٌ اقلیدسی در 
الگوسازی دستگاههای نامنظم به هیچ کار نمی‌آیند. اين پدیده‌ها به هندسه‌هایی نیاز 
دارند که از مثلنها و دایره‌ها بسیار دورند. در مورد انها باید از ساختارهای نااقلیدسی 
و بخصوص از هندسهٌ نوینی به نام هندسه فراکتالها استفاده کرد. 

واژه فراکنال را درسال ۱۱۷۵ ازکلمه کی فرا کتوین به معی‌سشگی که 
شکل نامنظم شکسته و خرد شده است. ساخته‌اند. فراکتالها شکلهایی هستند که برعکس 
شکلهای هندسهٌ اقلیدسی به هیچ وجه منظم نیستند.اين شکلها اولا سراسر نامنظم اند. 
ان میزان بی نظمی آنها در همه مقیاسها یکسان است. جسم فراکتالی از دور و 
از نزدیک یکسان دیده می‌شود و به تعبیر دیگر, خود س متشابه است. وقتی به یک 


جسم نزدیک شویم. می‌بینیم که تکه‌های کوجکی از آن که از دور همجون دانه‌های 
بی‌شسکلی به نظر می‌رسید به‌صورت جسم مشخصی درمی‌اید که شکلش کم و بش مثل 
قبان شکل کلی است که از تور دیده م‌شد: 

در طبیعت نمونه‌های فراوانی از فراکتالها دیده می‌شوند که سرخسها و انواع 
گوناگون گل کلم از آن جمله‌اند زیرا به هر شاخه ازگیاه که نگاه کنیم. تصوری از کل 
گیاه در ذهن ما ایجاد می‌شود. قانونهای حاکم بر رشد اين گیاهان موجب می‌شود که 
خصوصیتی که در مقیاس کوجک وجود دارد به مقیاسهای بزرگ نیز منتقل شود. 


بنوا مندلبرات- هندسةٌ فراکتالها؛ توصیفگر طبیعت. ترجمه محمد باقری - مجله دانشمند شمارة 
۸- آذر ۰۱۳۷۰ 


۱ ۴ -مکان هندسی 

وقتی پره‌های یک هلیکوپتر در حال جرخیدن هستند نوک پره‌ها مجموعه نقطه‌هایی از فضای 
اطراف هلیکوپتر را مشخص می‌کنند که دارای ویژگی مشترکی هستند. ویژگی این نقطه‌ها آن است که 
همگی از محور حرخش پره‌ها به یک فاصله‌اند. همجنین, نوک عقربه انیه‌شمار ساعتهای عقربه‌ای, 
مجموعهٌ نقطه‌هایی از صفحهٌ دایره ساعت را تشکیل می‌دهند که دارای ویژگی مشترکی هستند و آن این 
که همگی از مرکز صفحهٌ ساعت به یک فاصله‌اند. این مجموع نقطه‌ها نمونه‌هایی از مکان هندسی‌اند. 


مثال ۱: می‌خواهیم ثابت کنیم عمودمنصف یک پاره‌خط. مکان هندسی نقطه‌ای از صفحه 
است که از دو سر آن.پاردخط به یک فاصله است, در اینجا ویاگی مشترکی که در تعریف مکان 
هندسی ذکر کردیم» یکسان بودن فاصله نقطه از دو سر پاره‌خط است. پس برای اثبات این مطلب 
باید نشان دهیم : 

الف) قاط نوش قیوشت یک با رمق از دیسر ان بارخ نایک تاضاهاییی ۲ 

۱- به تازگی, واه جرخ بال برای هلیکوپتر انتخاب شده است. 


۳1 


روی عمودمنصف آن پاره‌خط واقع است. 


حل: برای اثبات (الف) فرض می‌کنیم نقطه ۷ روی 9 1 ۸ 
ی و اس ۱ 
است؛ در ۲1 بر وسط ۸۶ عمود است. دو مثلث قائم‌الزاویة ۸۷1۲۷ شکل ۱۴ 
و 3۷111 به حالت برابری دو ضلع و زاویهٌ بین آنها, همنهشت 1 
هستند. درنتیجه, ۷18 < ۷1۸ یعنی ۷1 از ۸ و ظ به یک فاصله 
است. 

برای اثبات (ب) فرض می‌کنیم نقطهٌ ۷1 از ۸ و ظ به یک و ۸ 
فاصله باشد. یعنی در مثلث ۷1۵1 داریم 118 ۷۲۸ . از 1۷۲ شکل ۱۵ 


به نقطهٌ 1 وسط پاره‌خط ۸13 وصل می‌کنیم. دو مثلث ۷۲۸۲ و 
( به دلیل تساوی سه ضلع (ظ۷ - ۳۴,۲۸( < ۷۲۲,1۸ < (1/1) همنهشت هستند. پس 


۱/8 - ۷/۸ ۰ یعنی ۷۲۲ عمود بر ۸33 و درنتيجه, عمود منصف باره‌خط ۸۵5 
انشت: بنابراین. 1۷ روی عمودمنصف پاره‌خط ۸۳8 قرار دارد. 


قضیه: نقطهٌ 1۷ روی عمودمنصف پاره‌خط ۸13 است اگر و فقط اگر فاصلهٌ 17 


قظه‌هانی که ور یو عمط ار ترا دار ای( امه سور 
هستند که آنها را با 5 نان می‌دهیم. نقطه‌هایی از صفحه که از دو سر پاره‌خط ۸ به یک فاصله‌اند 
نیز مجموعه‌ای از نقطه‌های صفحه است که آن را باب نشان می‌دهیم. در قسمت (الف) مثال ۱. 
عضوی از مجموعةٌ 5 را مثل ۱1 درنظر گرفتیم و نشان دادیم 91 عضوی از مجموعةٌ ٩۷‏ است. در 
قسمت (ب) عضوی از مجموعهٌ 5۱ را انتخاب کردیم و ثابت کردیم آن نقطه عضوی از مجموعة ,5 
است. درواقع» هر عضو مجموعه ,5 عضوی از مجموعهٌ ,5 و هر عضو مجموعه ,5 عضوی از 
مجموعه 5 نیز هست. یعنی ؛ 

5 

پس دو مرحلهٌ اثبات مکان هندسی بودن یک محموعه. معادل این است که تساوی دو محموعه 

را ثابت کنیم. 


۳۲ 


استدلال استقرایی | 


گام اول: به اندازة کافی نقطه‌هایی را که در ویزگی داده شده صدق می‌کنند 


بیابید ؛ 

گام دوم: آن نقطه‌ها را به یکدیگر وصل کنید تا تصوری شهودی از مکان 
هندسی مورد نظر پیدا کنید ؛ 

گام سوم: مکان هندسی را توصیف کنید. سپس بررسی کنید که آیا هر نقطه در 
مجموعهّ نقطه‌هایی که یافته‌اید در ویژگی داده شده صدق می‌کند و برعکس, آبا 
هر نقطه که در اين ویژگی صدق کند. در محموعه‌ای که یافته‌اید قرار دارد؟ 


منال ۲ : می‌خواهیم مکان هندسی نقطه‌ای از صة صفحه را بيابیم که از یک نقطهٌ ثابت داده شده به 
فاصلةٌ واحد باشد. دراینجا. ویژگی مشترک. هم فاصله‌بودن از یک نقطه ثابت است. 

حل: 

گام اول: ی وی وی و تن را این 
نقطه‌ها در شکل زیر بان داده شنده رل ث_ 


0 یا تب 
است. فاصلةٌ هر نقطه روی این دایره از مرکز آن یعنی 0 برابر واحد است. همحنین 
شعاع دایره خواهد بود, درنتیجه 11 روی دایره است. 
مثال ۲: مکان هندسی نقطه‌ای از صفحه را پیدا کنید که از یک خط داده 
فیده یه فاضله ۱ باشد 
۲ 
حل: 
گام اول: ابتدا تعدادی از نقطه‌هایی را که در این ویژگی صدق می‌کنند. پیدا می‌کنيم. 


۳۳ 


گام دوم: با وصل کردن هر مجموعه از نقطه‌هایی که در یک طرف خط 1 قرار دارند. دو خط 
2 ۱ 
گام سوم: مکان هندسی نقطه‌ای که به فاصله ۲ از خط داده شده [ قرار دارد. دو خط راست 


۳ 


دو نتیحه‌ای را که در مثالهای ۲ و ۳ براساس استدلال استقرایی به دست آوردیم؛ به صورت 
زیر می‌توان بیان کرد. 


۱: مکان هندسی نقطه‌ای از صفحه که به فاصلةٌ 14 از نقطةٌ ثابت 0 درون همان 


صفحه قرار دارد. دایره‌ای به مرکز ۵ و شعاع *1 است. 
۳۲: مکان هندسی نقطه‌ای از صفحه که از یک خط راست داده شده در همان 
صفحه به فاصلةٌ 1 قرار دارد. دو خط راست موازی با آن خط و در دو طرف آن 


اشتت: 


له یمسا یک راوبه مکان هندسی نقطه‌ای در صفحه آن راو اس که 
فاصلاٌ آن از دو ضلع زاویه برابر باشد. 


برهان۶ در انن قضیهه وی کی شتر کی کهسکان هتلسی را مشحضن می کند «یکسان بودن 
اثبات دو مرحله دارد : 
مرحله اول: ثابت می‌کنيم هر نقطه روی نیمساز زاویه از 
دو ضلع زاویه به یک فاصله است. نقطهُ 1۷1 را روی نیمساز زاویه 
۷ در نظر می‌گیریم. از 1 خطهایی بر ضلعهای »132 و 13۷ کل ۱۶ 
<- ]1۷۲۳ 


۳ 


مرحله دوم: اگر نقطه ۷ از دو ضلع 1326 و 13۷ به فاصله 
یکسان باشد. جون دو مثلث قانم‌الزاویهٌ 13۷11 و 13۷116 به حالت 
تساوی وتر و یک ضلع همنهشت هستند. پس : 


13-1 
یعنی خطی که از 8 و ۷ می‌گذرد. نیمساز زاویه است. درنتیجه, 
1 روی نیمساز زاویه 3 واقع و از اين. درستی حکم نتیجه می‌شود. 
قضیه: سه نیمساز زاویه‌های داخلی 


برهان: در مثلث ۸ نیمسازهای زاویه‌های داخلی ظ و را رسم می‌کنيم تا یکدیگر را در 
نقطه ۱۲ قطع کنند. از ۷ بر ضلعهای ۰۸ ۸0 و 13 عمود می‌کنیم تا به ترتیب انها را در نقطه‌های 
ب1, > و 11 قطع نمایند. جون ۷1 روی نیمساز زاویةٌ ت است؛ پس : 
)0۱ - ۱1۳ 
و جون ]1۷ روی نیمساز زاویه ) قرار دارد. پس : 
)1( - ۱/۲۲ 
از (۱) و (۲) نتیجه می‌شود ,]۱1 < 1۷ . بنابراین, ۱1 روی نیمساز زاویه ۸ نیز قرار دارد. 
پس ]1۷ محل تلاقی سه نیمساز مثلث ۸ است. یعنی سه نیمساز زاویه‌های داخلی هر مثلث 


پرهان: عمود منصف‌های دو ضلع ۸3 و 80 از مثلث ۸90 
را رسم می‌کنیم تایکدیگر را در 11 قطع کنند.جون ۷ روی 
عمودمنصف 30 است» پس 

۷۲8 - 0 (۳) 


۳( 5 - ۷۲۸ 
از (۳) و (۴) نتیجه می‌شودکه 0 <- ۷۲۸ . بنایراین. نقطهٌ ۷ از دو سر پاره‌خط )۸ به یک فاصله 
است. یعنی نقطاٌ ۷ روی عمودمنصف )۸ است.درنتیجه. هرسه عمود منصف از نقطه ۷[ 
می‌گذرند. بنابراین» عمودمنصف‌های ضلعهای هر مثلث همرسند. 


فعالیت ۱۲-۱ 


قذافت این فعالیت ان اسنت که فرش تخس را که 
در فعالیت ۴-۱ از طریق استدلال امتقرایی با بررسی چند 
تایه کل تمهت بای اه کار ملع وا شام 
0 و دو میانة 0 و 3 را رسم کنید و محل تقاطع 
آنها را ۵ بنامید. 

الف) وسط ۵ را ۲ و وسط 00 را 0 بنامید و 
پاره‌خط ۳0۵ را رسم کنید. 

ب) با استفاده از عکس قضیه تالس و این خاصیت که دو خط موازی با یک خط. خود 
موازیند. نشان دهید که ۷۲[ موازی 0۵ است. 

ت) ثابت کنید که حهارضلعی ۷۲۳0۳ متوازی‌الاضلاع است. 


ث) نشان دهید 


مکل ۲۰ 


ها 
0۷ ۵ 
حون میانه‌های 01۷ و 9 به دلخواه انتخاب شده بودند. پس این رابطه برای هر دو میانه 
دلخراه کیی ند درسشت است: 
از اینجا نتیجه می‌گیریم که سه میانه همرسند (جرا؟) و همدیگر را به نسبت ۱ و ۲ قطع می‌کنند. 
توجه: نقطهٌ همرسی میانه‌های مثلث. مرکز نقل آن است. 


قضیه: سه میانه هر مثلث همرسند. 


۳۶ 


تمرین س فضیه بالا را ثابت کنید. 

(راهنمایی: از رآسهای مثلت خط‌هایی به موازات سه ضلع 
مثلث رسم کنید تا مثلث جدیدی تشکیل شود. آنگاه ثابت کنید 
ارتفاعهای مثلث اولیه. عمودمنصف‌های مثلث جدید هستند.) 


مسأله‌ها 

در هریک از موارد زیر مکان هندسی را به کمک استدلال استقرایی حدس بزنید. 

۱ مکان هندسی مرکز توپی که روی یک سطح صاف در امتداد یک خط مستقیم می‌غلتد. 

۲. مکان هندسی مرکز دایره‌ای که در خارج یک دايره داده شده واقع است و روی محیط آن 
می‌غلند. 

۳. مکان هندسی نقطه‌ای در فضا که از دو سر یک پاره‌خط به یک فاصله است. 

۴ مکان هندسی نقطه‌ای در فضا که از دو صفحه موازی به یک فاصله باشد. 

۵ مکان هندسی نقطه‌ای در فضا که از دو صفحه موازی ۷1 و 1 به یک فاصله پاشد و از نقطه 
ثابت ۳. به فاصله 4 باشد. 

۶ مکان هندسی نقطه‌ای در فضا که از یک خط داده شده به فاصله 4 باشد. 

۷ مکان هندسی مرکز دایره‌هایی که در یک نقطهٌ مشخص بر یک خط داده شده مماس باشد. 

۸ سکه‌ای به شعاع ۲ سانتی‌متر را بر روی صفحه مربع شکلی به ضلع ۰ سانتی‌متر پرتاب 
می‌کنیم. مکان هندسی نقطه‌ای درون مربع را تعیین کنید که اگر مرکز سکه در آنجا قرار گیرد. سکه 
کاملا داخل مربع واقع می‌شود. 

٩‏ نمودار مقابل محل قرارگرفتن ساختمان 
شهرداری؛ مجسمه 5 و فواره 7] را نشان می‌دهد. می‌خواهیم 
میله پرجم را در محلی نصب کنیم که از مجسمه و فواره به ۶ 
که ای تسا ایو یه 


متر باشد. مکان هندسی محل نصب میلاٌ پرجم را تعیین 


۳۷ 


۵-۱ - ترسیم با خطکش و پرگار 

«رسم يا ساختن شکلهای هندسی به کمک پرگار و خط کش به طور سنتی جای نمایانی را در 
آموزش هندسهٌ مسطحه گرفته است. ساده‌ترین این ترسیمها انهایی است که به‌طور وسیع مورد استفاده 
صنعتگران قرار می‌گیرد. ولی در سایر موردهاء ارزش عملی ترسیمهای هندسی قابل توجه نیست و 
اهمیت نظری جندان زیادی هم ندارد. با همة اینهاء کاملاً ه حق می‌توآن این ارزش را برای این‌گونه 
ترسیمها در آموزش قایل شد. جرا که این ترسیمها مناسب‌ترین وسیله برای آثمنایی با شکلهای 
هندسی هستندو بهتر از هر وسبلهً دیگری» زمیله را برای فراگرفتن حل مس[ ریاضی فراهم می کنند".» 

ترسیمهای هندسی به زمان اقلیدس برمی‌گردد. در مسألة اوّل از کتاب اول اصول اقلیدس, 
پیشنهاد شده است که «روی یک پاره‌خط, یک مثلث متساوی‌الاضلاع بنا کنید.». در واقع حل این 
مسأله به سادگی حل مسألةٌ تعميميافتة زیر است : 

مثلثی رسم کنید که سه ضلع آن داده شده باشد. 

با تجزیه و تحلیل اين مسأله. می‌توانیم یک روش کلی برای حل مسأله‌های ترسیمهای هندسی 
پیدا کنیم : 

در هر مسأله یک مجهول وجود دارد. اگر همه چیز دانسته شده باشد. دیگر موردی برای 
جست وجو و کاری برای انجام دادن باقی نمی‌ماند. در اين مسأله. جیزی که به دنبال آن هستیم. یعنی 
مجهول. یک شکل هندسی و در اینجاء یک مثلث است. با اين حال. در هر مسأله باید جیزی 
معلوم بائد که به آن داده می‌گوییم . داده‌های این مسأله, طول ضلعهای مثلث هستند که آنها را ه. 
0و » می‌ناميم. 

استراتزی حل مسأله: مسأله را حل شسده فرض می‌کنيم. 


0 و 
شکل ۲۲ 
0 2 8 ۱ 
با توجه به شکل. چون طول هریک از ضلعها داده شده‌اند. پس می‌توانیم یکی از ضلعها مثلا 
0 را با طول معلوم ۵ رسم کنیم : 
وسسسس«غِ_ 
نابراین, برای رسم مثلث ۸190 که مجهول مسأله است. باید رأس ۸ را طوری پیدا کنیم تا در 


۱- جورج پولیا. خلاقیت ریاضی, ترجمهٌ پرویز شهریاری 
۳۸ 


طهای فساله با ضنی کنیع 
شرط (۱) ۸0-0 
شرط (۲) ۰ - ۸۵ 
یعنی مجهول مسأله ما تبدیل به نقطه مجهول ۸ گردید. 
پا توجه به شرط (۱) نقطهٌ ۸ باید به فاصلةٌ 0 از ) قرار داشته باشد. پس مکان هندسی نقطه ۸ 
در صفحه. دایره‌ای به مرکز ) و شعاع 9 است. همجنین, طبق شرط (۲). نقطهٌ ۵ به فاصلةٌ » از ظ 
قرار می‌گیرد. پس مکان هندسی نقطهٌ ۸ در صفحه. دایره‌ای به مرکز 3 و شعاع » است. 
نابراین هرکدام از اين دو شرط؛ یک مکان هندسی برای رأس ۸ که مجهول مسأله بود 
مشخص کرد. پس نقطهٌ ۸ به ناحار به این دو مکان هندسی تعلّق دارد. درنتیجه. برای یافتن نقطدٌ ۸ 
دو دایره به مرکزهای 3 و ) و به‌ترتیب با شعاعهای ۵ و 9 رسم می‌کنيم. نقطه برخورد آنها نقطذ ۸ 
است. این مسأله جند جواب دارد؟ 
حل این مسأله به ما نشان داد که نقطة ۰۸ رآس سوم مثلت به وسیل دو مکان هندسی مشخّص 
می‌شود. از این یافته, به عنوان استراتژی دو مکان هندسی" در حل مسأله‌های ترسیمی استفاده می‌کنيم. 
راهبرد حل مسأله‌های ترسیمهای هندسی 
گام اوّل: مسألا ترسیم را حل شده فروض می‌کنیم. 
گام دوم: مسألة ترسیم را تبدیل به یافتن یک نقطةٌ مجهول می‌کنيم. 
گام سوم: شرطهای مسأله را به دو جزء تقسیم می‌کنیم به‌طوری که هرکدام از 
شرطهاء به یک مکان هندسی برای نقطهٌ مجهول تبدیل شود و هر یک از این دو 
مکان هندسی باید خط راست یا دایره باشد. 
گام جهارم: نقطهٌ مجهول. فصل مشترک این دو مکان هندسی است. 
مسألهٌ ۱: رسم عمودمنصف یک پاره‌خط 


پاره‌خط 130 داده شده است. می‌خواهيم عمودمنصف این 11 

پاره‌خط را رسم کنیم. 2 1 ض‌ 
حل: 
گام اول: مسأله را حل شده فرض می‌کنيم یعنی فرض # 

می‌کنیم که خط 4 عمودمنصف پاره‌خط 30 باشد. شکل ۲۳ 


۱- جورج پولیا. خلاقیت ریاضی 


گام دوم: برای مشخص شدن خط 1. کافی است دو نقطه متمایز از آن را پیدا کنیم. پس 
محهول ما پیدا کردن دو نقطه متمایز از خط 4 است. این دو نقطه می‌تواند هر دو نقطهٌ دلخواه مانند 
۲ و 1۷ روی خط 1 باشد که در دو طرف پاره‌خط 0 قرار دارند و از » و ظ به یک فاصله‌اند. 

گام سوم: حال به پیدا کردن شرطهای این نقطه می‌پردازیم و سعی می‌کنیم که این شرطها را به 
دو جزء تقسیم کنیم به طوری که هرکدام از این شرطها. به یک مکان هندسی برای نقطهٌ مجهول ۷ 
تبدیل شود. حون ]۷ روی عمودمنصف پاره‌خط )13 است و عمودمنصف هر پاره‌خط مکان هندسی 
نقطه‌ای است که از دو سر آن پاره‌خط به یک فاصله باشد. پس نقطه مجهول ۱۷1 روی دو دایره با شعاع 
تک قوش وهای و قرا ار ی اس اه تفیل به مساله دونگانظذین ز, 

گام حهارم: اين دو مکان هندسی. دو دایره به شعاع 
دلخواه بزرگتر از نصف 80 است زیرا می‌خواهیم که فصل 
مشترک دو دایره دو نقطه باشد. بنابراین, به مرکز 3 و شعاع 


دلخواه بیش از نصف 80 دایره‌ای رسم می‌کنیم و با همین 6 8 
شعاع, دایرة دیگری به مرکز ) رسم می‌کنيم. این دو دایره 
همدیگر را در دو نقطةٌ ۷4 و 22۳ قطع می‌کنند. چون نقطه‌های وی 
و ۷۲ روی دو دایره با نعاعهای مساوی هستند. بنابراین شک ۲۴ 
روی عمودمنصف 30 قرار می‌گیرند. پس با وصل کردن 11 به ۰2۲ عمود منصف خواسته شده رسم 
می‌شود. 

تمرین س مراحل رسم نیمساز یک زاويهة داده شده را با استفاده از استراتژی حل مسألههای 
ترسیمهای هندسی توصیح دهید . 

مسألة ۲: رسم یک خط عمود بر یک خط داده شده از یک نقطة خارج آن 


شکل ۲۵ 


حل: خط 4 و نقطةٌ ۸ خارج آن داده شده‌اند. می‌خواهیم از ۸ خطی رسم کنیم که بر 4 عمود 
ناگ ۱ 


۱- این مراحل را در هندسه ۱ انجام داده‌اید. 


فرض می‌کنيم مسأله حل شده و خط 1 از نقطه ۸ بر خط 4 ن 
عمود شده است. 

اگر بتوانیم از مسأله‌هایی که تا به حال حل کرده‌ايم استفاده کنیم؛ 
کار اسانتر می‌شود. در مساله ۱ با رسم عمودمنصف یک پاره‌خط اشنا 
شدیم. اگر خط 1 عمودمنصف یک پاره‌خط باشد که روی 4 قرار گرفته 
است. در این صورت هر نقطه روی [ از دو سر آن پاره‌خط به یک فاصله 
است. یعنی فرض کنیم دو نقطه 3 و ) روی 4 جنان وجود دارد که 1 شکل ۶ 
عمود منصف )3 باشد. 

پس اگر 3 و 6 را پیدا کنیم و عمودمنصف آن‌را رسم نماییم» عمودمنصف حاصل از ۸ 
ی توق و ثر 1 موق امتث: 

عالا مباله با یل به دا کردن لقطه‌های (و تروش خظ و ده است کهقظ ا عیوخشصت 
آنها می‌باشد. جون ۵ روی عمودمنصف 130 قرار دارد. بنابراین ۸ از 13 و ) به یک فاصله است با 
به عبارتی. 8 و ) روی دایره‌ای به مرکز ۸ قرار دارند. این دایره یکی از دو مکان هندسی ما 
است.اما جون 3 و ) روی خط 0 قرار دارند. پس خط 0 مکان هندسی دیگر است. حال با استفاده 
از استراتژی دو مکان هندسی. و ) روی این دو مکان قرار دارند. برای پیدا کردن ظ و )» به مرکز 
۸ و به شعاع دلخواه دایره‌ای رسم می‌کنیم تا ۵ را در دو نقطه قطع کند. آنها را 3 و می‌نامیم. حال 
8 و ) نقاط مطلوب هستند و مساله حل شده است؛ زیرا عمودمنصف )۳ خط مورد نظر است. 


۰۸ 


شکل ۲۷ ۵ ۱11 ۱ 
مسألة ۲ : رسم خطی عمود بر خط داده شده از یک 

نقطه روی آن 
یعنی فرض کنیم خط 4 و نقطه ۸ روی آن داده شده‌اند. 
می‌خواهيم از ۸ عمودی بر 4 رسم کنیم اين مسأله را با روشی 9 ۳ 
مانند مسأله قبلی حل می‌کنیم» یعنی نقطه‌های 18 و را روی 4 ۳ 


شکل ۲۸ ۹ 


طوری پیدا می‌کنیم که ۸ وسط آنها باسد. بنابراین, دایره‌ای به مرکز ۸ و شعاع اختیاری رسم می‌کنیم 
تا ۵ را در دو نقطهٌ 3 و ) قطع کند. حال طبق مسا قبلی, عمودمنصف 130 را رسم می‌کنیم. این 
عمودمنصف از ۸ می‌گذرد و بر 0 عمود است. 

مسأله ۴ : رسم خطی موازی یک خط ار 
از یک نقطه خارج آن خط 1 ید 

خط 4 و نقطةٌ ۸ خارج آن داده شده است. 
می‌خواهيم از نقطة ۸ خطی به موازات 4 رسم 
عمودی رسم می‌کنيم تا آن را در نقطذ "۸ قطع ۱ ۱ 
می‌کنيم و آن را 17 می‌نامیم. حال می‌توان ادعا کرد که 4 و " موازی یکدیگرند (جرا؟). 

با وجه به جهار مسأله حل شده فوق» می‌توان تعداد زیادی از مسأله‌های ترسیمهای هندسی را 
حل کرد. 


مسأله‌ها 

۱ خط ‏ و نقطه ۸ غیر واقع بر آن, داده شده‌اند. نقطه‌ای روی خط 1 تعیین کنید که از نقطة 
۸ به فاصلهٌ معلوم 8 بائند. با توجه به اندازه 18 روی تعداد جوابهای مسأله بحث کنید. 

۲ دو نقطةً ۸ و 13 و خط 0 در یک صفحه واقعند. نقطه‌ای روی خط 0 بیابید که از دو نقطه 
دنه یک تین یا اه زراب واه 

۳ دایرةٌ (0) و خط ۸ در یک صفحه داده شده‌اند. نقطه‌ای روی دایر؛ (6) تعیین کنید که از 
خط ۸ به فاصله معلوم | بائد. مسأله جند جواب دارد؟ 

۴ از مثلث ۵۳80 اندازه ضلعهای ع < ۰۸۵3 ۸0 و طول ارتفاع ,1 < ۸1 معلوم 
استت: متلیت وا رسم کنید. 

۵ منلث ۸۳0 را با معلوم بودن اندازه‌های : ضلع 30-2 میانه‌های معط < "313 و 
0 2 )۰ رسم کیت 

۶ ابوالوفاء بوزجانی (۳۲۸-۳۸۸ ه.ق) ریاضیدان ایرانی برای رسم خط عمود از نقطه ۸ 
واقع بر خط مفروض | روش زیر را به کار برده است : نقطهٌ دلخواه 13 را روی خط 1 اختیار می‌کنیم. 
۳۲ 


دهانة پرگار را به اندازه پارهخط ۸3 باز می‌کنیم دو دایره به 10 
مرکزهای ۸ و 13 و به شعاع ۸ رسم می‌کنیم یک نقطهٌ عم 
برخورد این دو دایره را ) می‌نامیم. از 5 به ) وصل 
می‌کنيم و پاره‌خط 130 را از طرف نقطهٌ 6 به اندازه خودش ‏ " 1 
دد در نقطه ۸ بر خط 1عمود انینت: 


دلیل درستی روش ابوالوفاء را بنویسید. 

۷ خط 0 و نقطهُ ۸ خارج ان داده شده‌اند. از نقطه ۲ ۳ 
۸ خطی به موازات خط 4 رسم کنید. نت 

بوالوفاء بوزجانی مسأله را چنین حل می‌کند: 

نقطهٌ دلخواه ۴ را روی خط 1 اختیار می‌کنیم و دهانهٌ پرگار را به اندازه پاره‌خط ۸ می‌گشاييم. 
به مرکز 13 و به شعاع 13۸ یک دایره رسم می‌کنيم تا خط 4 را در نقطهٌ ) قطع کند. آنگاه به مرکز ۸ 
و با همان شعاع قبلی دایرهُ دیگری رسم می‌نماييم. سپس به مرکز 9 و به شعاعی برابر پار‌خط ۸ 
دایرة دیگری رسم می‌کنيم و نقطة برخورد دو دایره به مرکزهای 13 و ۸ را 1 می‌نامیم. از ۸ به 9 وصل 
می‌کنیم. ۰۸0 خطی است که از نقطهٌ ۸ به موازات خط 4 رسم می‌شود. دلیل درستی روش ابوالوفاء 
را بنویسید. 


۸ مربعی رسم کنید که پاره‌خط مفروض ۲۳ قطر آن باشد. 
وس 


‌. زاویة 260۷ داده شده اسنت روی نیم خط 024 زاویه‌ای رن 0 و ساوی زاویة 


7۳ 
4۵ 4 


۳۳ 


۴ 


مجله ریاضی 

قضیه وجود مثلث 

در ریاضیات معمولاً لها یا قضیه‌هایی که با اثبات وجود شیء یا ویژگی. 
و کاردار دار اشبرهان شک سونو لا در فر ای اثبات به روندی ساختنی 
نیاز است. در آموزش ریاضیات دبیرستانی به خاطر پیجیدگی برهان آن از دامن زدن به 
اين گونه فضیه‌ها و مسائل پرهیز می‌شود و در صورت لزوم بصورت یک حکم بدیهی 
پذیرفته می‌شود. قضیه وجود مثلث نمونه‌ای از اینگونه قضیه‌هاست که با اثبات وجود 


(متلت) سروکار دارد. 
بررسی اثبات این قضیه و پی بردن به پیجیدگی اثبات می‌تواند مفید باشد. 
قضیه و جود منلث: سه عدد حقیقی و مثبت 9۰۵ و داده شده‌اند. اگر هر یک 
از اين عددها از مجموع دو عدد دیگر کوچکتر باشد, آنگاه مثلئی وجود دارد که 
ضلعهای آن ۸ ۰ "و » هستند. ابندا (با فهمیدن مسأله) فرض و حکم آن را مشخص 


کی 


فرض: ۰2« و » سه عدد حقیقی مثبت و 6 < 2+0 ۱ <0 ۵ ۰+0<۵ 
حکم: مثلئی جون ۸0 وجود دارد به‌طوری که ۸ » 0 و ع اندازه اضلاع آن 


پرهان؛:برای‌سادئی وپدون کاستن از کلیتمی‌توان فرض کرد *جع < ط ده 


پاره‌خط 30 را په اندازه ۵ انتخاب می‌کنیم. در این صورت حکم قضیه معادل 
است با یافتن نقطه‌ای مانند ۵ طوری که ۱ < ۸ و < ۸ . 
«مسأله را حل شده فرض می‌کنیم» یعنی فرض می‌کنيم مثلث ۸96 مورد نظر 


وجود داشته و مطابق شکل زیر است. 7 


نقطه [] بين ظ و ) است (حرا؟). قرار می‌دهیم 
۷۲< ۸۳۱ , ۶ - ۳۳ 
در این صورت 2-5 < 710 . 
طبق قضیه فیثاغورس روابط زیر برقرارند. 
۱۳ 
)۱ وت 0 ۶ 
)۲( (-۵)- 9 < رز 
با اندکی محاسبه (محاسبات را انجام دهید!) از روابط (۱) و (۲) نتیجه می‌شود. 
0 - آ + اج 
-< ۶ 
۲0 
(۴ نوات اج 1۷ 
رابطه‌های (۴) و (۱) با رابطه‌های (۳) و (۲) معادل است (نشان دهید!) یعنی اگر 
« و لا در (۱) و (۲) صدق کنند آنگاه در (۳) و (۴) نیز صدق می‌کنند و برعکس. 
اکنون به شروع کار بازمیگردیم. سه عدد حقیقی و مثبت ۸ ۰ 9 و با شرط 
۷ 
0- + 2 ۲ 


<< 0 < ۸ داده شده‌اند. قرار می‌دهیم و و «- ۰۷-۰0 


۳) 


باتوجه به فرض قضیه :< و 7 هر دو اکیداً مثبت هسنند. (بعنوان یک تمرین سر راست 
ثابت کنید ۰< ۲ , ۰< ۷) برای رسم مثلث به کمک خط کش و پرگار ضلع 80 را 
به‌طول ۵ رسم می‌کنیم و روی آن 313 را به اندازه ‏ جدا می‌کنیم. سپس از نقطه 11 
عمودی رسم کرده و روی آن به اندازه ( جدا می‌کنیم نقطه ۸۸ (نقطه مطلوب) به‌دست 
ی[ 4 اسان می‌توان دید که 


۸) < 0 , ۸۴ 20 


۳۵ 


دایره 


تصویر, حلقه‌های سالان یک درخت بادام را که در دی ماه ۱۳۶۶ قطع شده است نشان می‌دهد. هر حلقه رشد 
درخت را در یک سال مشخص نشان می‌دهد. وجود ۱۳ حلقه نان می‌دهد که این درخت در دی ماه ۱۳۶۶ سیزده ساله 
بوده است. یعنی رشد درخت در سال ۱۳۵۳ شروع شده است. 


دایره مکان هندسی نقطه‌ای از یک صفحه است 
که فاصله‌اش از نقطه ثابتی واقع در آن 
مقدار ثابتی باشد. نقطه ثابت مرکز دایره و مقدار 


ثابت اندازه شعاع دایره نامیده می‌شو ند . 


۶ 


دایره به مرکز 0 و به شعاع 1 را به صورت (0)0:1 نشان 
می‌دهند . 

هر دایره» صفحه را به سه بخش افراز" مگ 2 

۱) داخل دايره. مجموعه نقطه‌هایی مانند [. که فاصلةٌ آنها از 
مرکز دایره. کمتر از شعاع دایره است. ۲ >01 

۲) روی دایره. مجموعهٌ نقطه‌هایی مانند 1 که فاصله آنها از 
مرکز دایره. برابر شعاع دایره ات 

۳( خارج دایره. مجموعه نقطه‌هایی مانند 13 که فاصلةٌ آنها از 
مرکز دایره, از شعاع دایره بیشتر است ؛ ۴< 01 

دو نقطهٌ ۸ و 3 واقع بر یک دایره, دو کمان ۸3 را روی آن 
دایره جدا می‌کند. در این حالت برای مشخص کردن آنهاء از نقطه‌ای 
اختیاری واقع بر هریک از آن دو کمان استفاده می‌شود. مانند کمانهای 
8 42 در کل بل 


۱-۲ زاویه مرکزی, وتر و مماس 

دایره‌ای به مرکز ۵ را درنظر می‌گيریم و دو نقطهٌ ۸ و ظ را 
روی آن انتخاب می‌کنیم. نیم خطهای 0۸ و 013 دو زاویه به‌وجود 
می‌آورند که چون رأس آنها مرکز دایره است؛ زاویه‌های مرکزی 
نامیده می‌شوند. هریک از اين زاویه‌های مرکزی یک کمان از دایره 
جدا می‌کنند که به آن» کمان نظیر آن زاویهٌ مرکزی گفته می‌شود. 

بنا به قرارداد. اندازه کمان نظیر هر زاويهٌ مرکزی در دایره 
برحسب درجه, همان انداز؛ زاوية مرکزی روبه‌روی به آن کمان است. 

وقتی انداوه راویه فر کی رم برایی ۳۵۳ استه آنذازه 

سم سم سم 

کمانهای ۸5 ۸۳8 و ۸2 از دایره‌هایی به مرکز 0 نیز مساوی 


۵۲ هستند. 


1۳ 


۱- منظور از افراز یک مجموعه. تقسیم آن به زیرمجموعه‌هایی ناتهی است که اشتراک آنها تهی و اجتماع آنها تمام 


مجموعه اولیه باشد. 


۳۷ 


پاره‌خطی که دو نقطهٌ متمایز از یک دایره را به هم وصل ۸ 
می‌کند. وتر آن دایره نامیده می‌شود. در شکل روبه‌رو پاره‌خطهای ۰ 1 
ظظ و دآ) وترهایی از دایره به مرکز 0۵ می‌باشند. 1۳ 0 
وثری که از مرک دانره می کذرف قطر آن دایره تامیده می‌شنود: 
در شکل روبه‌رو. (1) قطر دایره است. هر قطر دایره را به دو کمان 
مساوی تقسیم می‌کند. این کمانها نیمدایره نامیده می‌شوند . 


فعالیت ۱-۲ 


وتر ۸ در دایره‌ای به مرکز 0 داده شده است : 
۱- فطری از این دایره را که بر وتر ۸ عمود آنعت: رسیم 
کنید. آن را 07 و نقطهٌ برخوردش با وتر ۸3 را 13 بنامید. 


چه نوع مثلنی است؟ حرا؟ 4 
۳ دلیل درستی تساویهای زیر را توضیح دهید . 
الف) ۲7 - ۸۲۲ ب) ۲ - م۸ و 05 - «۵۲ 


نتیجه فعالیت بالا را می‌توانیم به‌صورت قضیة زیر خلاصه کنیم : 


قضیه: در هر دایره. فطرعمود بر هر وتره آن وتر 
و کمانهای نظیر ان وتر را نصف می‌کند. 


تمرین ۱ ابت کنید در هر دایره. خطی که مرکز دایره را به وسط یک وتر از آن دایره که از 
مرکز دایره نگذشته باشد. وصل می‌کند. بر آن وتر عمود است. 

تمرین ۲ ابت کنید در هر دایره. خطی که مرکز دایره را به وسط کمان نظیر یک وتر از آن 
دایره وصل می‌کند بر آن وتر عمود است. 
۳۸ 


فعالیت ۲-۲ 


۱- دایره‌ای به مرکز 0 و به شعاع ۲ سانتی‌متر رسم کنید. 

۲- وتری به‌طول ۲/۴ سانتی‌متر در این دایره رسم کنید و این وتر را ۸ بنامید. 

۳- فاصله نقطهٌ 0 مرکز دایره, از این وتره یعنی طول پاره‌خط 0۳1 را ب‌دست آورید. 

۴ مکان هندسی نقطه 1 وسط وترهایی از اين دایره که طولشان ۲/۴ سانتی‌متر است را تعیین 
کل با ای فکان که زار وتا 

نظیر فعالیت بالا را در مورد دایره (00.,1۶)) و وتر ۸2 به طول 
1 از این دایره انجام دهید. چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟ 


مثال: دایرةٌ (0)0,۲۶ داده شده است. اگر فاصلهً وتر ۸ ۳ ۰ 7 
اور کر فاویای ا اس طول و ق| ددیت اورید: ۰ 
حل: وسط وتر ۸ را 7 می‌نامیم و از 0 به و ۸ وصل 
می‌کنيم. در مثلث 0۸17 داریم : 
7۳ + ۸۲۲۲ - ۰0۸۵۲ 
پس : 0۰+ ۸۲۲۲ - (۲۶) 
بنابراین : 
۴ - ۸۲۲ > ۵۷۶ - ۸۵۲۲ 
درنتیحه : 
۸ - ۲۸۲۲ - ۸۵۲ 
تمرین ۱ - ابت کنید در یک دایره. کمانهای نظیر دو وتر مساوی, با هم برابرند. و بعکس. 
تمرین ۲ - ابت کنید در هر دایره, وترهای متساوی, از مرکز دایره به یک فاصله‌اند و بعکس. 
یعنی در شکل زیر : 


7 - 0۲1 ه ۸۳۳۴ -< ۸۵ 


فعالیت ۲-۲ 


۱- در دایرة (0,۱۰)) وتر ۸3 به طول ۱۶ و وتر "۸۳ به طول 
۲ داده شده‌اند. 
فاصلهٌ هریک از این دو وتر از مرکز دایره یعنی 011 و 91 را 


به‌دست اورید. 


۲- در دایره (00:۱۰ فاصلهٌ وتر ۸ از مرکز دایره برابر ۶ و 


فاصله وتر ۸۰ از مرکز دایره مساوی ۸ است. طول وترهای ۸8 وخ 
و۸۳ را به‌دست آورید. ۱ 
۳ چه رابطه‌ای بین فاصلهٌ وترها از مرکز دایره و طول آنها می‌یایید؟ / ۱ 
و زانط شیر ارات 
۸ 
۸ 


۵- در دایره (0,[۴)), وتر ۵5 را به طول و وتر ۸۳۳ را به 
طول 1 در نظر بگیرید. فاصلهٌ مرکز دایره از اين دو وتر را به ترتیب 4 و 


۳ 1 1 
6۷ با میگ ایا رابطه‌های 8+ 1 و 1۳ برقرارند؟ 


به کمک رابطه‌های بالا ثابت کنید : 1 


قضیه : در ی دارم از درون رای آن که 


بر ار به مرکز دایره بردیکت است: و 
ِ 


تمرین س ثابت کنید. کوجکترین وتری که از یک نقطه واقع در درون یک دایره می‌توان رسم 
کرف وتری است که بر قطر گذرنده از آن نقطه؛ عموة اینت» 
۱-۱-۲ خطهای قاطع و مماس نسبت به دایره: خط راستی که دایره را در دو نقطه قطع 


کند. قاطع نسبت به دایره یا به‌طور خلاصه, قاطع نامیده می‌شود. ۵۸ 

مانند قاطم ۸۵ که دایرث (6) را در دو نقطه ۸ و 13 قطع کرده است. 1 
اگر قاطع رسم شده از نقطه ۷ واقع در صفحهٌ یک دایره؛ 

آن دایره را در دو نقطهٌ ۸۵ و 13 قطع کند. آنگاه پاره‌خطهای ۷۵و ن) 

8 را دو قطعهٌ قاطع رسم شده از نقطهٌ ۷ و یا بهصورت خلاصه, 

دو قطعهٌ قاطع می‌نامند. 


0( 9 
قطه ۸ را روی دای به مرکز 0 در نظر می‌گیریم . خط ر1 که 
از نقطه ۸ می‌گذرد و بر شعاع 0۸ عمود است. خط مماس بر 7 ِِ 
دایره در نقطه ۸ نامیده می‌شود. 
۸ با دایره مشترک است. نقطه ۸ را نقطه تماس خط را با دایره 
از هر نقطه خارج دایره می‌توان دو مماس بر آن دایره رسم کرد. 


۸ 


تمرین اس قضيهٌ بالا را ثابت کنید. 


۱- 61 


۵۱ 


۷ تِِ و "1 بر دایره (,0)0) مماسند. 11 نقطة 


سح 


الب خط 0 تسار وهای ۱۱ 11۶ ان 

7 

پ- 8 011.011 

تمرین ۲ در شکل بالا ثابت کنید : 

الف - ]۴01۲.11 - ۳۲/۲" 

ب - ۲8:۲ ۳۲/۰0۸ 

مثال ۱: در شکل مقابل, ضلعهای مثلث ۸80 در 
نقطه‌های ۳, 0 و +1 بر دایره مماسند. با توجه به مقدارهای 
داده شده. اندازٌ ضلع ۸6 را تعیین کنید. 


تسف سا نس ۲۳ ۳ 7 
دایره با هم برابرند. بنابراین : 
۴ 2 130 
از آنجا: ۸8-0 - ۸0 
پس : ۴۱ - ۱۵ ۸0 
۷۱ - ۸۳ 
از طرفی 0-6-۸ 
در نتبجه ۳0-۱۱۸۹ + ۵۳ < ۸0 


مناث مثال بالاء نمونه‌ای از یک حند ضلعی محیطی است. هرگاه همه ضلعهای یک جندضلعی 
بر یک دایره مماس باشند. چندضاعی را محیطی يا محیط بر دایره می‌امند. مانند چهارضلعی 
0 و ثش‌ضلعی ۸0۳۳ در این صورت دایره را محاط در جندضلعی یا دایره محاطی 
چندضلعی می‌نامند. 
۵۲ 


۸ ۸ 
۳ ِ 
۳ 
۳ 
0 > 6 0 
هر مثلث می‌تواند بر یک دایره محیط شود. مرکز این دایره نقطة برخورد نیمسازهای زاویه‌های 
درونی مثلث است (جرا؟). اين دایره را دايرةٌ محاطی داخلی مثلث می‌گوييم. 


باید توجه داشت که هر مثلث سه دایره محاطی خارجی نیز دارد. این دایره‌ها هرکدام بر یک 
ضلع و امتداد دو ضلع دیگر مثلت مماسند. مرکز این دایره‌ها چه نقطه‌هایی هستند؟ 

مثال ۲: دایرة (0)60,1۶) داده شده است. مکان هندسی نقطه‌ای را تعیین کنید که مماسهای رسم 
شده از این نقطه بر دایره. بر هم عمود باشند. 

حل: فرض می‌کنيم مسأله حل شده باشسد و 14 یکی از 
نقطه‌هایی باشد که از آن, دو مماس عمود بر هم ۷1۲ و ۸۲۲7 
بر دایرة (6,18)) رسم شده است. از 0 به نقطه‌های تماس ۲ 
و "۲ وصل می کنیم . حهارضلعی 07۷۲۲۲ مربع است . زیرا 
جهار زاويه قائمه دارد و دو ضلع مجاورش نیز برابرند 


۵۳ 


است. نشان دهید مکان هندسی نقطهٌ 1 دایره‌ای به مرکز 0 و به شعاع ۲ است. 
اساسا وضع دو دایره نسبت په هم: وضع دو دایره (0)0:[8 و (0)07,8 را با 
فرض ‏ < 3 و 1 "۰00 می‌توان به‌صورت زیر دسته‌بندی کرد. 


0< 


دو دایره برون هم 


دو دایره مماس برون 


1-۳۳ ۲ 


دو دایره مماس درون 


5 1 


مسأله‌ها 
۱ الف) اگر 7-۱۴۰۳ آنگاه اندازهة زاويهٌ را ب‌دست آورید. 


ب( اگر 2-۵۲۳ 8 آنگاه اندازه کمان را و زک 


۲ پا توجه به شکل روبه‌رو : 
الف) اگر طول شعاع ۱۰ و ۰۳-۶ آنگاه طول ۸۳ و ۸ را 
به‌دست آورید. 
ب) اگر 30-۰۷۲ و 000-10 آنگاه طول پاره‌خط‌های 00 
0( و 


۳ در دایره به مرکز 0 و به قطر آ). داریم (0۸(||0. 
ثابت کنید ۳0۲ ۵ 


۴ با توجه به شکل نشان دهید : 
الف) اگر 16 ۸۲ آنگاه 5 ۸6 . 
ب) اگر ۸0-8 آنگاه 136 < ۸۲ . 


۵ اگر ۰۳ ۰0۵ 5 و .٩‏ نقطه‌های تماس ضلعهای حهارضلعی ک ۰ 
0 با دایره باشند. آنگاه محیط این جهارضلعی را ب‌دست آورید. 
لس 


0 


5 ضلعهای حهارضلعی محیطی 001/۷ بر دایره تفای (شکل 


روبه‌رو). ثابت کنید : 0۷ +,01< 1/۷۲+ 00 9 


۷ در جهارضلعی ۸0 (شکل روبه‌رو)» 136 +۸ < 0۲ + ۸ 
است. ابت کنید که این حهارضلعی محیطی است. 

راهنمایی: روی ضلع باره‌خط 2 ۸۷۲ و روی ضلع 130 
پار‌خط 01 - ۷() را جدا کرد.از ویژگی منلشهای متساوی‌الساقین استفاده کنید. ۳ 

۸ زاویة بين دو مماس رسم شده از نقطة ۸ بر دایره (0,۵)) » برابر "۶۰ 6 
است. طول باره‌خط 0۸۵ را به‌دست اورید. 

٩‏ دایره (0)0,۶ و نقطه ۷ به فاصلة ۱۲ سانتی‌متر 
از مرکز این دایره را در نظر بگیرید. خطهای ۷۲۲ و "۷۲۲ بر 0 
این دایره مماسند. (۲" و ۲ نقطه‌های تماسند). 

الف - طول مماسهای ۷۲1 و "۷۲۲ را تعیین کنید. و۳ 

ب - طول وتر ۳77" را به دست آورید. 1 

پ - اندازه زاویة ۳ و نوع مثلث "1۷۲۲۲ را 

۰ خهطهای هر ۵۸۳۲ و 0ظ به ترتیب در نقطه‌های , ۳ و 1 
بر دایرة (00) مماس هستند. مماس 0» خطهای ۸۳ و ۸۳ را به ترتیب 
در نقطه‌های 13 و ) فطع کرده است. ثابت کنید با تغییر مکان نقطه «1 " 8 
روی دایره بين دو نطةٌ ثابت ۲ و . محبط مثلث ۸۳ ثابت می‌ماند. 

۱ شعاعهای دو دایره هم‌مرکز ۵ و ۳ سانتی‌متر هستند. اندازه ۳ 
ور از دانزه بررکتر را که پ‌ذانره کوعکتر مان ابیت نذا کنید: 


۲-۲-زاویه محاطی 


زاو کر اس رف دا رش ها بش وی اوه ان او ای دیب فرن: 


۶ 


کمانی از دایره را که به دوضلع زاویةٌ محاطی محدود و در داخل زاویه واقع است ۰ کسان 


روبه‌رو به آن زاویه می‌نامند. 
۸ ۸ 


۸ 
۵ / 4 


۵ 


فعالیت ۴-۲ 


در دای به مرکز 0 زاويةٌ محاطی 13۸0 را که ضلع ۸6 از آن, قطر 
قایرة استءذر نظر بکیزید 

۳۹ ز نقطةٌ 8 به 0 مرکز دایره وصل کنید. 3 جه نوع مثلئی 
است؟ 

۲- زاویهٌ مرکزی 0 حند برابر زاویه محاطی ۸ است؟ حرا؟ 


۳- درستی رابطه‌های زیر را بررسی کنید : 


900-6 

بنابراین ۲8۸-6 
60 ۸ 

درنتیجه : ۹ 


نتیجه فعالیت بالا را بنویسید. 
تمرین ۱ دو ضلع زاویةٌ محاطی 8۸ در دو طرف نقطهٌ 0 مرکز دایر: (0) واقع است. 


1۵ ۸ 
نات کنید -- < ۲۸ 
۳ ۱/ 


راهنمایی: قطری از دایره را که از رأس ۸ می‌گذرد رسم کنید 


تمرین ۲ دو ضاع زاویةٌ محاطی 13۸0 در یک طرف نقطه 
60 ۸ 
0 مرکز دایره (6) قرار دارد.ثابت کنید. -- 3۸0 


با توجه به فعالیت (۴-۲) و تمرینهای بالا نتیجه می‌گیریم که : 


قضیه: اندازه هر زاوية محاطی برابر نصف کمان روبه‌روی آن است. 


۰۶ است. اندازه زاویةٌ محاطی ۸ حه‌قدر است؟ 
حل: جون اندازه هر زاویه مرکزی با کمان روبه روش برابر 


ست؛ سس و بنابراین داریم : 


نب ۸ 
ات 3 ۸ 
۲ ۲ 


تمرین ‏ ثابت کنید در هر دایره کمانهای محصور بین دو وتر ۸ 
موازی با هم برابرند. 

راهنمایی: از ویژگی زاویهٌ محاطی» يا قطر عمود بر وتر استفاده 

چندضلعی محاطی 

اگر همه راسهای یک جندضلعی روی یک دایره قرار داشته باشنده آن را جند ضلعی محاطی 
و یا جند ضلعی محاط در دایره می‌نامند. مانند مثلث ۸8 و جهارضلعی )۸ که هرکدام در 


یک دایره محاطند. دایره را محبط بر حندضلعی با دایرة محیطی حندضلعی می‌نامند. 
۸ 


۱ 
۸ ۳ 
00 
0 
۳ 


۵۸ 


هر مثلث می‌تواند در یک دایره محاط شود. مرکز دایر محیطی مثلث» محل برخورد 
عمودمنصفهای ضلعهای مثلث است. حرا؟ 

تمرین س ثابت کنید در هر چهارضلعی محاطی, زاویه‌های روبه‌رو مکمل یکدیگرند. 

عکشس که با زا نز فان انش کرد 


قضیه: اگر در یک جهارضلعی, زاویه‌های روبه‌رو مکمل یکدیگر باشند آن 


حهارضلعی محاطی است. 


برهان: فرض می‌کنیم در جهارضلعی ۸130 هر دو زاویهٌ روبه‌رو مکمل یکدیگر پات 


یعنی : 
۱( 6-۸ +۸ 
۲۳( 0-۸ +8 


بر سه نقطهٌ ۸ و 5 ون) یک دایره می‌گذرد ؛ ثابت می‌کنیم که این دایره از نقطهٌ 10 نیز می‌گذرد. 
برای اثبات این ادعا از برهان خلف استفاده می‌کنيم. 
اگر این دایره از رأس 1 نگذرد. نقطة برخورد خط 010 با دایره را "10 می‌نامیم و از "10 به ۸ 
وصل می‌کنيم. جون جهارضلعی ۸۳0۲ محاطی است. بنابراین : 
۳ 1 بط 
از رابطه‌های (۲) و (۲) نتیحه می‌شود که : 
۳( 9۳۹ 
حون زاویه «1 زاوية خارجی مثلث «ا«۸1 است. بنابراین : 
)۵ < 1 


[ 


اند رما بانط( )اف تافص اشسد هفاضا که دیاز رس ای کرت تادرست: 


۸ 
۲-۲ زاویه ظلی ۲ 
زاوه‌ای که رأسش روی دایره است. یک ضلعش ۳ 
دایره را قطع می‌کند و ضلع دیگرش بر دایره مماس است؛ 
زاویةٌ ظلی نامیده می‌شود ؛ مانند زاویهٌ 1۸8 در شکل روبه‌رو. 
کمانی از دایره را که به زاویه ظلی محدود است. کمان نظیر 
یا کمان روبه‌رو به زاویهةُ ظلی می‌نامند. 
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قضیه اداره هر راوبه طلی. برار با صف کمان روبهروی آن است. 


پرهان: زاویة ظلی 13۸۲ را در دایرة به مرکز 0 در 
نظر می‌گيريم. قطر (۸1 از این دایره را که از رأس ۸ می‌گذرد 
رسم می‌کنیم و از (1 به نقطهٌ 3 وصل می‌نماییم. زاویة ۸1 
محاطی روبه‌رو به قطر, مساوی ٩۰‏ است. پس 


1 
۱( ۸8-۳ بوحم 
از طرفی 
۳ ۸88۸۲ 
: ۱ ی هرز 
از رابطه‌های (۱) و (۲) نتیجه می‌شود که ۸۲۳۴ 2 ۸۲ظ اما می‌دانيم که رس . پس 
3۸7 . 


منال اِ: 0 قطر دایره و اندازه زاویه مرکزی 00 برایر 
۷۰ و خط ۸۲ در نقطهٌ ۵ بر دایره مماس است. اندازه زاویةٌ 


۸ سم 
حل: حون 300-۷۰ درنتیجه 30-۷۰ است. 


۰ 
از طرفی ۸30-۱۸۰۳ است. پس : 
۰ ۰ ۰ 
2۰ ۷۰- 2۱۸۰ ۸۲ 


بنابراین ۱ 


۲ 1 
۵۵ - 3 - 1۸8 2 
۳ 
منال ۲ اک اندازه زاویه طلوم ,و مساوی 
۳( ۲۵) و اندازه کمان ۸ برابر (۳۳ ۳) باشد. مقدار 


حل: جون اندازهٌ هر زاوية ظلی مساوی نصف انداز؛ کمان روبه‌روی آن است؛ پس داریم : 


۷ 
۲ 
از آنجا داریم : 
۳۳ - م۷ 
و یا 
۵۳ ۳۳ ۳۵ < ۱۲ :۴۵ 
۰ ۵۱ 
درنتیجه 2-۴ (۲<۴۵-۶) < ]۸ 
1 ۸ 4 
تمرین - خط 2۷ در نقطه ۸ بر دایره (0) مماس ۳ ۳ 
است وتر "۳19 از دایره را موازی 2۴۷ رسم کرده‌ايم. ثابت 8 8 
کنید : 
سم سم 
"۲ 2 ۸۸ 
9 
۴-۲ کمان درخور یک زاویه 


در دایر؛ (,0)0 کمان ۰۳ ۱۲- ۸181 را اختیار و وتر ۸ 


را رسم می‌کنيم. 
۳ سم کات 
نمطهٌ دلخواه ۷1 را روی کمان دیگر ۸8 (روی ظ۳ه۵) در 


درنتیحه : 

۸ ۱ ۱ 

۸۵۱۷/۲5 - - ۸۳ - 2-۱۲۰ 2۶۴ 

۲ ۲ 
هر نقطه دیگری از این کمان نیز این ویژگی را دارد. یعنی اگر ,۰ ب۰۷ ۰ و و۰1۷ نقطه‌های 
۳ ۱0 
دیگری روی کمان ۸۲8 باشند و از اين نقطه‌ها به دو نقطه ۸ و 3 وصل کنیم. زاویه‌های ,۰۸۷۲ 
۰۸۲ ۰۸۱/۲ ... و ,۸۱ همگی ۶۰۳ هستند. به عبارت دیگر, هر نقطه از کمان 208 


این کمان. کمان درخور, يا کمان حاوی زاویهٌ ۶۰ درجه روبه‌رو به پاره‌خط ۸ نامیده 


می‌شود. 


قضیه مکان هندسی راس راوبه‌ای برایر ۵ که صلعهایس از دو سفطه تا 


می گذرند» کمانهایی از دو دایرة مساوی است که از آن دو نقطة ثابت می گذرند و 


راوید ری روهرو ور مرک ها را ۱۵ است 


برهان: دو نقطهٌ ثابت ۸ و ظ را در یک صفحه در نظر 
می‌گيريم. آنها را به هم وصل کرده. وسط پاره‌خط ۸5 را 11 
می‌نامیم. آنگاه خط ۰۸ عمودمنصف پاره‌خط ۸13 را رسم 
می‌کنيم. از نقطة دلخواه ۳ واقع بر خط ۸۵ نیمخط ۳ را 
چنان رسم می‌کنيم که 0 < :138 باشد. از نقطة ۸ خطی موازی 
رسم می‌نماييم نا خط ۵ را در نقطة0 قطع کند. به مرکز 9 
زا ما یک داتره رش یکیو این زاردان فط ط در 
می‌گذرد و اندازه کمان 2۲0 ۸۳ است. جرا؟ کمان 73 
مکان هندسی مورد نظر؛ یعنی مکان هندسی زان زاویه‌ای برابر 
است که ضلعهایش از دو نقطهٌ ۸ و 3 می‌گذرند» زیرا : 

۱- هر نقطه مانند ۷ که روی این کمان باشد و از این 
نقطه به دو نقطهٌ ۸ و 8 وصل کنیم, اندازه زاو ۸۱۷08 برابر 


0 است حون : 


2۸۳88 ۲ 
(۳2 7 
۲ "7 


۲- نقطة (. رأس هر زاویه مانند ۸18-6 که ضلمهایش 
از دو نقطهٌ ابت ۸ و 3 می‌گذرد و در طرف کمان 3 واقم 
اس رزوی کیان ده قرار مارد تایه ات ری ان 
کمان نباشد. یا داخل دایره (0)0,1۴) واقع است» که در این صورت 

۸۱3 خواهد بود یا نقطه ا( خارج اين دایره قرار دارد که 


۸۹ و 

در این صورت »۰ ۸۵۲۶ است. زیرا اگر در حالت نخست 

نقطهٌ برخورد امتداد ۸۷ با دایره را ۸۸ بنامیم و از ۷۲ به ظ 
وصل کنیم داریم : 

۸۹ ۸۹ ۸۹ 

۸۲۳ - ۸۷۲۰۳+ 

۸ ۸ ۸ 7 

اماب ۸۱۷8 پس ۱۲۳۲۲ هه ۸۲5 

درنتیجه : ب« و۸ 

و در حالت دوم. اگر نقطهٌ برخورد ۸۸ با دایره را 1۷ بنامیم, 


داریم : 
۸۹ ۸۹ ۸ 
۸۱-۱۵ - ۸78 
ی ۸ ۸ 
و از انجا؛ ۲( بو ۸219 
درنتیجه : و و۸ 


بنابراین, در هر دوحالت نتیجه به دست آمده خلاف فرض است. درنتيجه نقطةٌ ا( روی کمان 
۳3 است. این کمان. کمان درخور یا کمان حاوی زاويه 0 روبه‌رو یا وابسته به پارهخط ۸13 نامیده 
می‌شود. 

درصورتی که از نقطهٌ 3 خطی موازی ۳ رسم کنیم تأ عمودمنصف 
پاره‌خط ۵ را در نقطةٌ 07 قطع کند. و سپس دایره‌ای به مرکز 07 و به 
شعاع 01۸-08 رسم نمايیم تا عمودمنصف پاره‌خط 9 را در 

سم 

نقطه‌های "12 و "۳ قطع کند (نکل روبه‌رو)؛ کمان ۸11 نیز کمان 
درخور زاويهةٌ ,0 روبه‌رو به پاره‌خط ۸13 است. 

یرانق دیکان وت رام رازیهای واه ضاههانشن ارگ 
نقطه ثابت ۸ و13 می‌گذرند کمانهایی از دو دایرة مساوی است که بر ۸ و 13 


مرور می‌کنند و زاویهٌ مرکزی روبه‌رو به وتر مشترک انهاء برابر ۲۵ است. 


نتیجه اس کمانهای ۸78 و ۸57 از دو دایره 0 و "0, کمان درخور زاویه ,۱۸۰۵ 
روبه‌رو به پاره‌خط ۸1 می‌باشند. جرا؟ 
نتیجه ۲ کمان درخور زاویةٌ ٩۰‏ درجه روبه‌رو به پاره‌خط ۸13 دایره‌ای به قطر ۸3 است. 
حرا؟ 
نکته: درهریک از حالتهای دکرشده, دو نقطةٌ ۸ و 3 جزء 
کمان درخور زاویة 0 يا ,۱۸۰۵ نیستند. 
نتیجه ۲س شعاع دایره‌ای که کمان درخور زاويهٌ ,0 روبه‌رو 
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به پاره‌خط ۸۵۲3 به‌طول 2 بخشی از آن است. - 1 و فاصلةً 


۲ 10 0 


مرکز دایره از وتر ۰۸۲ < 011 است. زرا : 


<< 
۲۱۵0۸ 


۸۹ 
۳ 3 ۸۱۱ بطم ۰ ۲ 


20 
بنابراین داریم : 
ِِ 
1 6 511 
1 
درنتیحه 
*-- 
0 1 ۲ 
از طرفی 
7 ]01۲1 
سس < حت- -< 0 605 
1 0۸۵ 
۵ - 0۳1 
همحنین داریم 
2 
۲ ۸۵۲۲ 
سل - -- - 20| 
7 ]01۲1 
2 
۲20 


رم 


درنتیجه : 
تب 
۲۵0 
درخور زاویه ۳۰ روبه‌رو ه این پاره‌خط را رسم کنید. شعاع دایره‌ای را 


011 < 16050 < 


که این کمان درخور بخشی از آن است و فاصلة مرکز این دایره از پاره‌خط 
حل: خط ۸ عمودمنصف پاره‌خط ۸8 را رسم می‌کنیم. از قَطة 

اختیاری ۲ واقع بر ۵ نیمخط ۲ را جنان رسم می‌نماييم که ۳۰ - 1۳ 

باشد (11 وسط پاره‌خط ۸ است). از نقطهٌ ۸ خطی موازی ۳ رسم 

می‌کنیم تا خط ۸ را در نقطهٌ 0 قطع کند. به مرکز 0 و به شعاع 0۸ یک 

سر 
هندسی خواسته شده است. با انتخاب نقطه ۳ در طرف دیگر پاره‌خط و 
تکراز همین ف ایند نیمه دیگر مکان هندسی به‌دست می‌آید. 


بت 8 
00 ۲۹10 
شحد 1 ۳ 
۰۰ 1 ۲ 
از طرفی داریم : 
۵0 - 0۳1 
بناراین : 


91:8 ۲۵0۹۳۰ | ۳/۳ 


1" 


مثال ۲: از منلت ۸196 ضلع ۵ - 130 , زاو 0 < ۸ 
و ارتفاع رظ < ۸۳ داده شده است. مثلث را رسم کنید. 


طول ۵ را رم می کشیم:بخال باید راش. ها را مشتخض 


۶۵ 


کنیم. جون 3۸0 پس یک مکان هندسی رآس ۸ کمان درخور زاويه ,0 روبه‌رو به پاره‌خط 
0 ات از طرقی روا که مها رتاش ات بسن مکان هس دیگر اس ۸ دو خط ماوق 
ضلع 190 و به فاصلةٌ , از آن است. این دو مکان هندسی را رسم می‌کنيم, نقطه یا نقطه‌های برخورد 
این دو مکان هندسی» رس ۸۵ است. از ۸ به 8 و -) وصل می‌کنیم. مثلث ۸1360 جواب مسأله است. 


ال خنه عرات دارد؟ 


مسأله‌ها 
۱ انداز؛ «و را در هر یک از شکلهای زیر تعیین کنید. 
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۹ 

۲ در دایره به مرکز 0. *1) فطر دایره است. ۲ -<- ۸0 

و ۳ - ۱۸ . اندازه‌های زیررا ب4دشت آووند و کر تفای مناسب 
روی شکل یادداشت کنید : 


الف) 37 ب) 8 
پ( 11 ت) (6 
ن) آطمل ج) ۳۹۹ 


۳ در دایر؛ به مرکز ۰0 125||۷, 718-۷۰۳ و 127 قطر 


دایره است. تا ها نزاوت اوه 


. زاویة محاطی ۸ در دایره به مرکز 0۵ داده شده است. 
اگر ۸13-۱۳۰۳ و ۸6۹۰ باشد اندازة زاوية 8۸ را تعیین 


۶۶ 


هر دایسر یه کته 10 اک ۱۲۴ )رو 
(۱۶ )۸136 باشد. مقدار 0 و اندازه زاویه‌های مرکزی ۸06 


۶ در شکل روبه‌رو. - ۰۸5 01 مماس بر دایره در نقطة 
0 اش انار زار اسان 


۷ زاویه ظلی 1۸۵53 در دایره به مرکز 60 داده شده اتیت 
با استفاده از ویژگی قطر عمود بر وتره ثابت کنید که 


۷ زاویةٌ طلی 1۸5 در دایره به مرکز 60 داده شده استت: 1 
به کمک خط "11 که موازی خط مماس ۸۲ رسم شده است. 
ثابت کنید که 


۱۸۶" با استفاده از تعریف زاويه محاطی, نشان دهید مجموع زاویه‌های داخلی هر مثلث‎ ٩ 
تست‎ 
در مثلث ۸6 ضلع ۰80-۸ ۵ ۸۵ و میا ,ده ۸ داده شده است. مثلث را‎ ۰ 
رسم کنید.‎ 
۶۷ 


۵۲ زأویه بین دو وتر 
دو وتر ۸۸۲ و 31*7 از دایرهُ (6) در نقطه 11 یکدیگر را قطع 


کرده‌اند. ثابت می‌شود : 


۸ ۸ ۸ 
۸۵۷۲۳ - ۸۳۱۲+ ۲ 


یا 
۸۹ ۸۹ ۸ 
۳ ۲ +۸۳۰ - ]۷[ 
[<۹- 4 ری ۸ 
سس یمسر 
۷ گ ۸ 1 
و ۸ 
۲ ۲ 
درنتیجه 
سم سیم 
/ و ۸ 
تشد ند - ورزر 
۲ 
به‌طورکلی می‌توان گفت : 


قضیه: اندازه زاویه‌ای که از برخورد دو وتر در یک دایره ایجاد می‌شود اس 


نصف مجموع انداز؛ُ دو کمانی از دایره است که به ضلعها و امتداد ضلعهای آن 


زاویه محدودند. 


مثال: به کمک شکل مقابل مقدارهای + و را تعیین کنید. 


۸ 
حل: زاویةٌ ۳ - ۵۷۲۳ از برخورد دو وتر 9 و 858 


به‌دست ۳ نت سس داریم : 
یسم سم 
۲ + ۸۳ 

۲ 


۸ 
۸۷۲۳ -< 


از آنجا ۲ 
۶۸ 


هن ۳ 


۸۹ 
زاویةٌ ۸۷8-۱۷ مکمل زاویه ۸18 است. پس : 


۶ انا 2۱۸۰ ۷۲ 


پس : ۰۰ ۷ 


۶-۲ زاویه بین امتداد دو وتر 
امتداد وترهای ۵ و "۳ از دایره ()) در نقطه ۷1 
یکدیگر را قطع کرده‌اند. ثابت می‌شود : 
طدف ند - ورزر 
پرهان: پاره خط ۸۵ را رسم می‌کنیم. زاویه ۰۸۵ 
زاویه خارجی مثلث ۸۱۷۳ است. 


1 ۸ ۸ ۸ 
بس ۰ ۲ +۸۱۷۲ ۳ -< ظ "خر 
۳ 2۸۹ 2۹ ۸ 2۹ 
4 ۳ 4 ۷۲ - ۸۲۳۰ - "۸3۷۲۳۴ 
بر ۳ 
ما :۸8-7 و < ۸۱ . جرا؟ 
ظ2۸ رید 
درنتیجه : 
7 ص_ ۸ ۸ 
رت و 


۶۹ 


ه‌طورکلی می‌توان گفت : 


قضیه: اندازه زاویه‌ای که از برخورد امتداد دو وتر از یک دایره پدید می‌آید. 


برابر قدرمطلق نصف تفاضل اندازه کمانهایی از آن دایره است که به ضلعهای آن 


زاویه محدودند. 


تمرین ۱ خط مماس بر دایر؛ ()) در نقطهٌ 1 امتداد 


وتر ۸۵۵۸ از اين دایره را در نقطه ۷۲ قطع کرده است (شکل 
روبه‌رو). ثابت کنید : 


تمرین ۲ س ثابت کنید زاویهٌ بین دو خط مماس رسم 
شده از دو نقطه 1 و ۲۳ بر یک دایره. برابر قدرمطلق نصف 
تفاضل دو کمان ایحاد شده پین نقطه‌های 1 و ۳ است. 


راهنمایی: در شکل داده شده ثابت تیان 
سس سم 
۳[ 


۸ 
[۷] < 


منال ۱: امتدادهای دو وتر "۸۵ و "3۳8 از دایرة ۵ در 
نطه ۷1[ متقاطعند. اندازه زاویهٌ ۵۱۷15 را در هریک از حالتهای 
زیر تعیین کنید : 

الف -اگر ۸8-۱۲۰۳ و ۸۳8-۸۰ باشد ؛ 

ب-اگر ۳۰ - ۸8-۸۳8 باشد. 

پ-اگر وب 2-679 بشد : 


سم هوق و 0 
۳-۶ 3۸ ۳8 ۸ 
۲ ۳ ۴ ۱ 
حل: داریم 
۱ 7 تصش« ۸ 
ی ات و 
۲ ۲ 
۰ ۵ ۸ 
ِ ۵ مت ۳ ۰( ۱۱۱ 
۲ ۲ 
هم +8 ۸-28 
۶۳/۸ 0 ۵ ۵ ئ ۸ 
اف م۳ اد ۳۳ - ۸5 
۲ ۲ 
سم ۳ ی ۳ 
۱ هه _ ۸ظ _ ظ _ ۸ 
ی 2 ۳ ۱ 
اما : 9 3 رگ ورد 0۶ ۰ ا 
۰ -< ۸۸ + ۱۸۵+ ۲۳ + ۰۸۳ جر 
2 ۳ ۳۳ بیس بثِ_۳ سم سم سم 
موب _ ۳۶۰ _ هه +هظ + طاظ+ اه هم _ هظ _ ظاظ _ ام 
۱۰ ۲۲ +۴ +۱ ۲ ۳ ۴ ۱ 
پس ۰۳ 2 ۸ و ۳۶۲ - ]۸۰ 
درنتیجه : 
۰ ۰۸ 7 صش__ ۸ 
۳۶ - 1 ۷ 9 /( ۸ 
۲ ۲ 
مثال ۲: با استفاده از شکل روبه‌رو» ‏ و ۷ را تعیین کنید. 
حل: داریم : ِ 1 
+1 بو ۷ 8 
۲ ۲ 
از آنحا: 
)۱( 2۰ ۷ + ۲ 
از طرفی 
هت ۱2-1 
۲ 
سس 
)۲( < ۲-۷ 


۷ 


از رابطه‌های (۱) و (۲) مقدارهای ۶ و 7 به‌دست می‌آیند. 


۱ ۲ ۰ 2 ۲۷+ 1 
۷-۰ و 2۰ ۶ ج- 
۰ 2 ۷ - 1 


مساله‌ها 
۱ قطر «1) در نقطةٌ ۷1 بر وتر ۵ از دایره به مرکز 0 عمود 
ات اک ۸ 30-۳ و (۳+۱۰) - 131 باشد * و ۹ 


7 را بیابید. ۱1 
۲ دو وتر ۸۵۵ و "۳8ظ از یک دایره. در نقطه ۷ متقاطعند : 


الف) اندازة زاويةٌ ۸۷6 را در هریک از حالتهای زیر تعیین کنید. 
1 


سم سم 1 
ا ‏ امتخجرم 
2۲۵۰ ۸۳۳ +۸۵ 
بسم وی 
۸۳۳-۱۷۰ + ۵ 
ب) اگر : 
۸۹ سم 
- ۸۵۲ - ۸۱/8 باشد. 2۸۳8 +۸8 را تعیین کنید. 
۸۹ هی سم 
۲۳ 2 ۸۷۲۳ باشد. ۸۳ + خر را تا یی 
۸ 
- ۸۱-۶۰۳ و ۸-۱۶۰ باشد. ۸7 را تعیین کنید. 
۷ ۸ سم سم سم 
اس ۰ - "۸۷۲۲ و ۲ - ۸۳۲ باشد» ۳۹19 را بیایید. 
۳ امتدادهای دو وتر "۸۵۸ و "8۳8 از دایر؟ 0 در نقطه 1۷ متقاطعند تعیین کنید : 


الف) اندازه کمان ۸۳8 راء اگر ۸8-۱۶۰۳ و 1-۲۰۳ باشد. 


ب) اندازهة کمان 3 راء اگر "۸۳8-۶۰ و "1-۳۵ باشد. 
ب) اندازة "۸8-۸78 راء اگر "101-۴۵ باشد. 
ت) اندازء کمان ۸79 راء اگر ۳۸/8 - 2 و ور 
"2-۲۵ 11 باشند. 
۷ 


5 خط مماس بر دایره در نقطه 1 و امتداد 


11 
پر 6 متا طاقن هب 1 9 


تاو و ۸ ۱ ‌ 
الف) اندازه زاویهٌ ۷ را در هریک از حالتهای 


قح( با ٍِِ__ 0 
زیر تعیین کنید : ب 
۶و و 62۱۵۰ بر ۰۵ ۲ تم و 9۱۲۰ 
۰ 9 

02۵2۷۴ بت ۳ 

۱ ۴ ۷ 

۸ 
وا در صورتی که 6۰2-۲۰۰ و "۴۵ - ۷ باتتلاه 

۸ 
را در صورتی که "2-۵۵ و ۳۰ - ۷۲ باشد. 

۸ 
2 را در صورتی که 2 -< 6 و "۴۵ - 1۷ باتک 

۸ 
هرا در صورتی که 9-۱۰۰ و ۷۲-۶۰ باشد. 

۸ 
۵ در شکل زیر » و اندازه زاویهٌ 31 را تعیین کنید. 
8 (۲۸+ع6) 
۱۳ 
۰ ۰۱ ۱) جح س 
(۱۷+:4) 


۷۳۳ 


1 
۷ ۹ روبه‌رو حهارضلعی (1[۸ یک 
متوازی‌الاضلاع است و نقطه‌های آ. ۸ و ۷ روی یک خط 


#۸ در دایره (0). ۴ <- راو . یال دهید ۱4 
م3 


٩‏ در دایر (0) مماس ۸0 و وتر ۸3 با یکدیگر 
مساوی‌اند. خط 30 دایره را در نقطهٌ (1 قطع کرده است. ثابت 


۷-۲- رابطه طولی در دایره 


قضیه: از نقط 10 واقع در داخل دایر؛ (6 ) 
دو وتر دلخواه ۰۹ و "58ظ سم ی 
ثات کنید : 


[۷۲۸۰3۷۲۸ < ۷۲۳, ۲ 


برهان: از ۸ به 12 و از ظ به ۸۵۳ وصل می‌کنيم. دو مثلت "۷1۵9 و "۷19۸ متشابه‌اند 


۸ ۸ ۸ ۸ 
- ۸۳88 - 8۳۸۸ و 15۸ ۸8 


۷۴ 


پس داریم 
7 ۷۸ 
۸ 11۳ 


درنتیحه : 


1۷۲۸۰۷۲۸" < ۷۳ 7 


عکس قضیه: اگر دو پاره‌خط ۸۸۵ و 88 در نقطهُ ‏ 8 
یکدیگر را طوری قطع کنند که ۷18,187 < ۸,۸۸۲ 


آن‌گاه جهار نقطٌ ۸ 0 و ظ روی یک دایره‌اند. 


پرهان: بر سه نقطةً ۸۵ وه یک دایره می‌گذرانيم . (دایره 
6 اگر اين دایره از نقطهٌ 8 بگذرد. حکم ابت است ؛ اما اگر اين 


دایره از ظ نگذرد. خط ۳8 را در نقطه دیگری مانند ۳ قطع 0 
خسوافسد وسوق: در این صورت خواهیم داشت : 


2-۲ ۷۲۸,۷۲۸ . از مقايسه اين رابطه با فرض قضیه, 


نتیجه می‌شود ۲ - "۰۷18 و این نشان می‌دهد که ۳۳ پر ۴ 
منطبق است یعنی دایره‌ای که بر سه نقطه ۸ ظ و ۸ گذشته است. از 
نقطةه 1۲ نیز می‌گذرد» پس جهار نقطه ۸ و ۳ روف یکت 


دایره واقعند. 8 ۸ 
مثال: دو وتر ۸۵۸۵ و "119 از دایرة ()) در نقطه ۷1 متقاطعند. 

اگر ۰۸-۴ ۳ ۷8 و ۷۸-۶ باشد اندازه وتر 88 را ۸ 

نوبرق ۱ 


حل: حون ۲ + 1۷ - "۰131 پس برای تعیین اندازه 0( 
پاره‌خط ۹۳ باید اندازه پاره خط ۱/۱ را به‌دست آوریم, داریم : 


1۷۲۸۵۰۷۲۸ - ۱۷۲8.۲8 < ۴<*۶ < ۳<*[۷۴8 > ۱۷8 2۸ 


۳۲۱ - ۷8 + ۱۲۳8 - 8ظ 
۷۵ 


تهرشنست ثابت کنید: | که امتداد وترهای ۸۸۵7 و 
51۳9 از دایرة (0) یکدیگر را در نقطهُ 11 قطع کنند, آنگاه : 


1۷۲۸۰۷۲۸" < ۷ 7 


(0 


حل: با توجه به داده‌های متبالة داریم : 
هت +۸ 8 + ۸-۱8 ۰ ۶۱۰-۱۶ ۸۸۵ + ۸( - ۷۸ 
۴ج ۶۱۶۸۸ - ۱8۰9۲ - ۷۸۰۲۸ 


ب- 2۲۳۲ 21۷۸۲۸۸۵ ۰۷۵۸ ۳۲ ۱۰+۲۲- 1987+ ۱9 - ۷3۲ 
۲ -2 ۷۲۸۰۱۷۲۸۰ 

۷) + ۳۲( 2 ۲ 

۳۲۲۰۳۳۲۰ + ار 

) + ۳۰( )-۸( 2 ۰ 


۰ < یا| ۲-۸ 


۷۶ 


قضیه: اگر از یک نقطه. یک مماس و یک قاطع نسبت به یک دایره رسم کنیم. 


دو قطعةً قاطع است : 


پرهان: دای ()) و نقطه ۷1 را در خارج 1 


آن در نظر می‌گیریم. مماس ۷1۲ و قاطع ‏ ۷ 
۸۸ را نسبت به اين دایره رسم می‌کنیم ؛ 
می‌خواهيم ثابت کنیم ۷۸,1۸۲ < "۷1۲ . از 

7 به ۸ و "۸ وصل می‌کنيم. دو مثلث 11۸ 

و ۷۸۲ متشایه‌اند. زیرا : ۲ 


و درنتیجه : 
2-۸ ۱۷۲۲۲ 

تمرین س(عکس فضیه بالا). سه نقطة ۰۷ ۸۵ 
و۸ روی یک خط راست و نقطه 7 خارج این خط ۸۷۲ 
به قسمی واقعند که ۷۸۰۷۸۲ ۷1۲۳ است. ثابت 
کنید دایره‌ای که بر سه نقطهٌ ۸۳۰۸ و 7 می‌گذرد در 
نطهٌ ۲ بر خط ۷۲۲ مماس است. 

مثال: در شکل مقابل. خط ]۷۲ مماس بر دایره 
در نقطة 1. و 1۸ قاطع دایره است : 

الف - اگر ۴ ۷۸ و ۸۸-۵ باشد. 
اندازه ۷۲1 را تعیین کنید. 

ب- اگر ۸۰-۱۸ و ۷۲۲-۱۲ باشد. 1 
لیهست اور 


حل: با توجه به این که 1۸.1۷8 < ۰1۷1۲۳ 


0 


ِ 


الف - ۹-۶ - ۷۲۲۲ 
۶- ۷۲ 

یات 2-۵۸ ۷۲۲۲[ 
2-۸ ۱۲۲ 

۷۸ -۸ 

۸۸ - 3۵ - 1۷۸ -۱۸-۸ ۰ 


مسأله‌ها 
۱ در هریک از شکلهای زیر > و ز را محاسبه کنید. 


1 


۸ 


1۳ 


۳. با توجه به شکل احکام زیر را تاست کید ((] ۵ نتمه‌تا زونه 
6 است) 

الف) مثلث ۸۲20 با مثلث ۸1۳ متشابه است. 

ب) ۸۰۸5 ۵6 .۸5 


پ) .۸6-۲ ۸۲ - رز 
۷۸ 


۸-۲ ترسیمهای هندسی 

کسوف کامل یک منظره متحیرکننده است. روشنایی آستان نوزا به تاریکی تبدیل می‌شود. 
پرنده‌ها حیران می‌شوند. سیاهی غیرمنتظره تنها برای مدتی (حداکتر هفت دقیقه) بر زمين جیره می‌شود 
و سپس نور و روشنایی با سرعتی که محو شده بود باز می‌گردد. 

جنین حالتی وفتی رخ می‌دهد که ماه طوری بین زمین و خورشید قرار می‌گیرد که سایهااش بر 
روی زمین می‌افتد. این سایه به شکل یک مخروط است و به دلیل اندازه‌های نسبی ماه و خورشید و 
زمین و فاصله‌های آنها از یکدیگره تمام یا قسمتی از زمین در این مخروط سایه قرار می‌گیرد. 


فعالیت ۵-۲ 


دايرة (0)0,18 و نقطة 16 واقع در خارج اين دایر داده شدهاند : 
۱- از ۷1 به مرکز دایره وصل کنید. 0( 
۲- به قطر پاره‌خط 01 یک دایره رسم کنید. 
۳- نقطه‌های برخورد دایره به قطر 011 با دایره (6) را 
و "۲ بنامید. از نقطه‌های ۵ و ۷ به نقطه‌های 1 و "۲ وصل 
۴ زاویه‌های 0۷1 و ]01/۷ حند درجه‌اند؟ حرا؟ 
۵- دو خط ۷۲ و ۷1۲7 نسبت به دایرة ()) حه وضعی دارند؟ حرا؟ ۰ 
۷۹ 


مماس مشترک دو دایره 

مماس مشترک دو دایره خطی است که بر هر دو دایره مماس باشد. اگر دو دایره در یک طرف 
خط مماس باشند. این خط. مماس مشترک خارجی, و اگر دو دایره در دو طرف خط مماس باشند, 
ان هو متیر و 


16 
۱ 0 
رسم مماس مشترک خارجی دو دایره 

دو دایره (0)0:۳ و (0)07,8 را با 

فرض "13 < 18 در نظر می‌گيريم. فرض می‌کنیم 

خط 117 یک مماس مشترک خارجی این دو 

دایره باشد. پاره‌خط "00 خطالمرکزین دو دایره 

را رسم می‌کنیم و از نطه 0 خطی موازی "1۲۲ 

رسم می‌نمييم تا 01 را در نقطه 1 قطع کند. 

۱- ویژگیهای جهارضلعی "1۳1071 را توضیح دهید. 


۲- اندازه پاره‌خط 011 را برحسب 5 و 1 تست ]رازه 
۳- یک دایره به مرکز 0 و به شعاع 011 رسم کنید. خط 0۲1 نسبت به این دایره حه وضعی 


دارد؟ 

۴ با توجه به کارهای انجام شده در بالاء روش رسم مماس مشترکهای خارجی دو دایره 
00:8 و (0۲,18۲)) را شرح دهید. 

اندازه مماس مشترک خارجی دو دایره - اندازه پاره‌خط "71 طول مماس مشترک 


خارجی دو دايره نامیده می‌شود. برای محاسبه طول این 

پارهخط در مثلث قائم الزاوي ۹۰00/1 13) داریم : 
7۲۳ + 01۲۳ - 00۲ 

با فرض 001-0 وباتوجه به این ۶+ 


۳ 011 و ۰011-5-58 خواهيم داشت : 
۳+ 6-۳ - 0 
از آنجا داریم 
(08-87- ۳۲۳۲-0۳ 

درنتیجه : (-)- ود ۳۳ 

مثال: اندازه مماس مشترک خارجی دو دایره (0)0,۷ و (0)0*,۱ را با فرض۱۰< 007 

حل: داریم : 2۰-08-87 ۰۱۰۰۳۲ ۰۳-۱ ۷ - 1 

پس (-۷)- 2-۱۰ "۳ 

درنتیجه : ۳ 

تمرین اس دو دایرهٌ (0)0,8 و ( ,"000 داده شده‌اند. مماس مشترکهای داخلی این دو 
دایره را رسم کنید و مراحل کار خود را توضیح دهید. در جه صورت دو دایره مماس مشترک داخلی 
دارند؟ 

تمرین ۲" اندازه مماس مشترک داخلی 
دو دایره (0:1)) و (,"0)0 را بر حسب 
8 و 8 و 001-0 به‌دست آورید. 


مسأله‌ها 
۱. وضعیت دو دایره را در حالتهای مختلف در نظر بگیرید. سپس در هر حالت مماس مشترکهای 
آنها را در صورت وجود رسم کنید. 
۲ دایره یه شماعهای ٩‏ ان وتو ۲ بسانت مت ماش برون:هستد: آندازه شمان فشت رک 
خارجی آنها را بهدست آورید. 


گر 


۳ مقدار 2 را حنان بیایید که اندازه مماس مشترک خارجی دو دايره به شعاعهای ۸ و ۲ و 
5 ثابت کنید مماس مشترکهای داخلی و خطالمرکزین دو دایره همرسند. 
۵ در مورد همرسی مماس مشترکهای خارجی دو دایره و خط المرکزین آنها جه می‌نوان گفت؟ 


مجله ریاضی 

یکی از پدیده‌های جالب در ریاضیات 
نوار موبیوس است که در اواخر قرن هجدهم 
توسط فردیناند موییوس معرفی شد. 

برای ساختن آن یک نوار کاغذی به طول 
۸ سانتی‌متر و عرض ۲ سانتی‌متر تهیه کنید. 
سپس نوار را نیم دور جرخانده» دو سر آزاد 
آن‌را به هم بحسبانید. 

قلم خود را روی نقطه‌ای در وسط نوار 
قرار دهید و بدون بلند کردن ان خطی در امتداد 
نوار رسم کنید تا به نقطهٌ شروع برگردید. 

به همین دلیل است که می‌گویند. نوار 
موبیوس فقط یک رو دارد. حال نوار را با 


دقت در امتداد آن خط بثرید (قیحی کنید). 


جه اتفاقی می‌افتد؟ 

با استفاده از یک نوار کاغذی به طول 
۳ و عرض ۴/۵ سانتی‌متر نوار موبیوس 
دیگری تهیه کنید. سپس در امتداد خطی به 
فاصله ۱/۵ سائتی‌متر از لبه نوار آن‌را بترید. 
از رای شاه مر ام سرت 
می‌اورید؟ 


قضاوت شما در مورد این پدیده حیست؟ 


قالی طرح شمسه نمونة زیبایی از تبدیلهای هندسی است. 


۱-۳- نکاثت 

در مطالعهٌ شکلهای هندسی همنهشت و متشابه دیدیم تناظرهای خاصی بین اجزای آنها برقرار 
است.حال می‌خواهيم وضعیتهای مختلفی را که یک شکل دراثر حرکت مجموعذ نقطه‌هایش در 
صفحه پیدا خواهد کرد مورد مطالعه قرار دهیم. اين حرکتها از نظر ریاضی به عنوان تناظرهایی بین 
مجموعهٌ نقطه‌های انها توصیف می‌شوند. 


فعالیت ۱-۳ 


همنهشتی دو مثلث به عنوان تناظر بین مثلنهایی که ضلعهای متناظر و زاویه‌های متناظرشان 
۸۳ 


مساوی هستند. مشخص شد. مثلنهای ۸۳ 
و ۸۳۳ را که در شکل (۱) آمده‌اند در نظر 
بگیرید. 

۱ ژاویه‌های دو متلت وا انذاژه گرفتة 
ندازههای آنها را باهم مقایسه کنید. ۳ 

۲ با توحه به مختصات نقطه‌ها طول ۰۸ 
۸6 ۸۰8 ۰ ۸۳ و 1370 را بهدست آورید. اين طولها جه نسبتی با هم دارند؟ 

۳ ایا مثلثهای ۸ و ۸۳۳ همنهشت هستند؟ 

۴ نقطهٌ دلخواه (,) از مثلث ۸۵۳ را در نظر بگیرید. نقطهٌ نظیر آن را روی مثلث ۸۰8 

در ریاضی برای تعریف انواع معینی از نظیرسازی‌های بین مجموعه‌ها, کلمة نگاشت به کار می‌رود. 


یک نگاشت از 0 به *1,یک عمل نظیر سازی است که به هر عضو مجموعةٌ 9 


یک و تنها یک عضو از مجموعه 15 را نظیر می‌کند. 


توجه: طبق این تعریف یک عضو 1 ممکن است به بیش از یک عضو ظ نظیر شود. 

تکافنت‌ها زا معوا با خرف ترگشان ‌کهتدر بان فا کاس ۱۲ ٩۱‏ محیوطا 
0 به مجموعه 13 را نمایش می‌دهد. اگر ۳ عضوی از مجموعه ‏ و "۳ عضو نظیر آن در مجموعه 1 
باسد. می‌نویسیم ۳۷ - (۰۱۸1)۳ ۳۰ تصوير ۳ تحت نگاشت ۷ خوانده می‌شود. 

مثال ۱: در کدامیک از موردهای صفحه بعد. نظیرسازی ۷۲ نگاشتی از (1 به *1 است؟ تصویر 
را تحت نظیرسازی هایی که نگاشت هستند پیدا کنید. در هریک از موردهای زیر: ع تصویر جه 
عضوی از (1 است؟ 

حل: مورد (الف) یک نگاشت است؛ زرا هر عضو مجموعه 1 به یک و تنها یک عضو از 
مجموعه 1 نظیر می‌شود. تصوير ه» ؟ است یعنی ۴ -(0) و 6 تصویر 0 است یا ۵ < (۱1)0. 

مورد (ب) نیز یک نگاشت است. به دلیل آن که هیچ عضوی در مجموعه (1 وجود ندارد که به 
پیش از مک عضو از مجموعه 1 نظیر‌نشنده باشد البته نکاشت:(الف) با نکاشت (ب) مناوت است: 
آن فکر کتبد! تصوير »,6 است یعنی 6 < (۷)0 و » تصویر دو عضو 1 0 و است. یعنی 

عصنم1۵0 -۱ 

۸ 


(الف) 


6 < (۷])0 و ع < (۷])0 . 

مورد (پ) یک نگاشت است. یعنی هر عضو 1 دارای یک و فقط یک تصویر در 13 است. 
تصوير »» 8 است يا ع < (۷10 و ه تصویر 9 است یا ء < (1۷۲)0. 

موردهای (الف)» (ب) و (پ) را با هم مقایسه کرده, تفاوتها و مشابهت‌های آنها را بررسی کنید. 

مورد (ت) یک نگاشت نیست, زیرا یکی از عضوهای (1 یعنی ۵ به دو عضو مختلف 18 یعنی ٩‏ 
و ۵ نظبر کته است» شابرایم قرط تکامنت رگن را تذارد: 

در مثال ۰۱ قسمتهای (الف) و (پ) نگاشت‌های یک به یک خوانده می‌شوند. در نگاشت یک 
به یک, هر عضو 1 حدا کثر می‌تواند تصوير یک عضو باشد. به این ترتیب نگاشت بند (ب) یک به 
یک نیست. توجه کنید که در بند (پ) اگرجه ] تصویر هیج‌یک از اعضای 9 تحت نگاشت ۷1 نیست. 
ولی با این وجود شرایط یک به یک بودن نگاشت همجنان برقرار است. 

نگاشت‌های خاصی که آنها را تبدیل" می‌خوانیم حرکتهایی را در هندسه تشریح می‌کنند. 


هیچ دو نقطه‌ای دارای یک تصویر نیستند و هر نقطه در صفحه. تصویر یک 


نقطه از صفحه است. 


توجه: اگرجه تبدیلها به عنوان نگاشت‌هایی از کل صفحه به روی خودش تعریف می‌شوند ولی 
ممتامص01 ]11208 -۱ 


۸۵ 


در اين کتاب, فقط اثر این‌گونه نگاشت‌ها را بر شکلهای هندسی مانند خط. مثلث یا شکلهای دیگر 
مورد بررسی قرار می‌دهیم . در شکل زير تعدادی از تبدیلهای متداول نشان داده شده است. 


۸ ۳۹۹ 
۸ 
5 9 ۱0۳ ۳ 
بح 
0 ۳ 
[ ِ" 
5 
2 ۸ ۱ ۸ 
۳ 
8 
8 ى ۱ 8 8 
م 8 


در هریک از نمودارها رابطه‌ای بین نقطه‌های متناظر در دو مثلث وجود دارد. 
۸ نکاشته می‌شود به ۵: ه دم 
5 نگاشته می‌شود به  :87‏ 9ج 8 
۵ نگاشته می‌شود به 6: مج‌بم 
۵ 1 و ) به ترتیب تبدیل یافتهةٌ نقطه‌های ۰۸ ظ و ) هستند. 
هر نقطةً صفحه را ب‌صورت زوج مرتب (1,) نشان می‌دهیم. اگر 7 یک تبدیل باشد. آنگاه 
(/۷,) < (۲),۷ به این معنا است که نقطهٌ (۳,۷) تصویر نقطة ((,) تحت تبدیل 1 است. 
منال ۲: اک ((۳ ,۱ +) < (۲),۷ یک تبدیل باشدآنگاه 
الف) تصویر نقطه‌های (۲,۵), (۰,۳) و (۲-:۳) را تحت این تبدیل به‌دست آورید. 
هل رف رن سای ایس 
حل: الف) حون تبدیل ۲ به طول هر نقطه یعنی *. یک واحد اضافه و عرض هر نقطه یعنی 7 را 
سه برابر می‌کند. پس 


۲)۲,۵( ۲+۱, ۳ ۵( <۲۳,۱۵( 


۸۶ 


(۱,۵) <(۳ ۳ , ۰+۱) < (۳ ,1*۰" 
(۶-,۴) < ((۳)2-۲ , ۳+۱ < (۲-,۳)]" 
ب) در اینجاء تصویر نقطه را داریم و می‌خواهیم خود نقطه را پیدا کنیم. اگر آن نقطه را با زوج 
مرتب ((,) نشان دهیم, با توجه به تبدیل ۲ خواهیم داشت : 
(۴,۹) 2 (1)5,1 
یعنبی 
(۴,۹) < (۳۷ , 4+۱ ) 
پس پاید ۳۷۹ , ۴ <۱+ ۲ 
درنتیجه 
۳-< ۷ , ۶-۲ 
بناپراین (۴,۹) تصویر (۲:۳) است یا (۴,۹)-(1)۳,۳. 
مثال ۳: نقطه‌های (۲,۴) - ۰۸ (۱-,۳-) - 13 و (۲,۷) 06 را در صفحه مختصات مشخص 
کنید و تصوير این نقطه‌ها را تحت نگاشت (6,۰) < (,۷166 به‌دست آورید. اگر ۰۸۵۲ 9 و ی 
تصویر این نقطه‌ها تحت نگاشت ]۷ باشند. آنها را نیز در صفحهٌ مختصات مشخص کنید. 
1 


شکل ۲ 
حل: حون نگاشت ۷ طول هر نقطه را حفظ می‌کند و عرض آن را صفر می‌کند. بنابراین 
۲,۰۸ ,110۲ (۷)۵ 
"۳ < (۳,۰-) < (۰۱-- ,1۷۲-۳ < ()]1۷ 
(۲,۰) - (1۷/۲,۱ - (۱1)0 
از نظر هندسی نگاشت 31 هر نقطه را به‌طور عمودی روی محور :ها تصویر می‌کند. 
ایا این نکاشت یک تبدیل است؟ 
مثال ۴: نقطه‌های (۸<),۴ ۰ (۱-,۲-)-ظ و سپس ۸ و 3 که 1)۸(<۸ و 
<(1)8 راء با توجه به ضابطه‌های زیر در صفحه مختصات مشخص کنید. پاره‌خطهای ۸۵۶ و 
۸۷ 


8 را رسم کنید. طول ۸۲ و ۸۳1 را با استفاده از فرمول فاصله به‌دست آورید. ۸9 و ۸۳ 
چه وضعیتی نسبت به هم دارند؟ 

الف) (ب-) < (,)1 

ب) (۲۶,:۷-۱) < (,)۲ 

حل: الف) ۰:۰۸ :۲0 - (1)۸ 


ها ۸ اه ۲ 6۲-۱ - ,7۳0-۲ - )7۳ 
/ آ(و- )+ آ(و<- )| < ۸۵ 


۸۵5 ۰۱+ ۲ +۴۰۱ 
< ۹+۲۵ ۱۳11 
- ۴ ِ 


۴+۱(۲) + (۱-۲-)/د- ۸۵۳ 
- 
0۳ 


۱ 
۴ 


درنتیجه ۸۳ < ۸۵ ۰ یعنی طول دو پاره‌خط با هم برابر است. 
ب ۲ <(۲,۳) < (۲<۱,۴-۱) < (۴ ,۲۲0 < (۲)۸ 
(۱-۱-,(۲-)۲) - (۱-,۲0-۲ - (13) 7 
۲ - (۲-,۴-) -< 


۱ ۳+۲(۲)+ ۴۲ +۰/)۲- ۸ 
م ۲۵+ ۷/۳۶ 
8۳ ۶۱ 
شکل ۵ 
با توجه به اینکه 2۰/۳۴ ۸۲ بنابراین ۸۵۶ < ۵۳ یعنی طول ۵۳ بیشتر از طول ۸ 


استا: 

شدند. درصورتیکه تحت تبدیل ۲ قسمت (ب) فاصلةٌ نقطه‌ها تغییر کرد. اگر ۸۰3 ۸13 که در آن 
۷۵-۲ و 137 ()۷1 آنگاه می‌گوییم نگاشت ۷۲ فاصلة نقطه‌های ۸ و 3 را حفظ می‌کند. 
۸۸ 


تبدیلی که فاصلهٌ بین نقطه‌ها را حفظ کند. ایزومتری نامیده می‌شود. 


نتیجه: اگر شکلی توسط یک ایزومتری نگاشته شود. تصویر شکل با شکل اصلی همنهشت 
خواهد بود . 
مسأله‌ها 
۱ تصویر نقطدٌ (۵,۷) را تحت هریک از تبدیلهای زیر ب‌دست آورید. 
(۲- ۳۳,۷ + < (7]10:۷ (الف 
(۷,-) < ( ,)12 (ب 
(۲,۲) < (1(),1 (ب 
(۱+ ۴,۵۷ -۳۲) < (160:۷ (ت 
۲. الف) مریم ۷۸20 به رأسهای (۷,۱-)- ۰۷ (۳,۱)< ۰۸ (۳,۵) 2 و (۵-) < 1 
ب( تصویر مربع ( را تحت تبدیل (۲ + ۵,۷ +) < (1)*,۷ رسم کل 


رسم 


پ) اين تبدیل را توصیف کنید. 
۳. الف) متوازی‌الاضلاع 1۸7 به رأسهای (۲,۱-)-<۰1 (۴,۳)- ۰8 (۸<)۵,۶ و 
(۱,۴-)< 2 را رسم کنید. 
ب) تصویر آن را تحت تبدیل ([-,5)< (,)1 رسم کنید. 
پ) تبدیل بالا را توصیف کنید. 
۴ (۱-,6< ۰8 00,۲ و (۴,۶)- 1 رأسهای یک مثلث‌اند. 
الف) تصویر آن‌را تحت تبدیل (/۷-,) 2 (1)*,1 رسم کنید. 
ب) اين تبدیل را توصیف کنید. 
۵. مختصات نقطه‌ای را به‌دست آورید که تصویر آن تحت تبدیلهای زیر (۰,۶) باشد. 
(۱۲ 6:۷ < (۳,۷ (الف 
 ۳10,( < )۲,۷-۱(‏ (ب 
(-,000(<)۷ (ب 
۶ تبدیل (۲- ۷,) ,)۲ را در نظر بگیرید. 
الف) تصویر نقطه‌های ۸ 8 6, ظ و 3 را تحت تبدیل ۲ به دست آورید. 
7 ۱ 


۸۹ 


ب) نقطه‌های (۰)۳,۶ (۶-,۲-)۰ (۰,0) 
(۱-,۲) و (۳,۵-) تصویر جه نقطه‌هایی هستند؟ 

پ) آیا آ یک ایزومتری است؟ پاسخ خود را با 
دلیل نشان دهید. 

ت) قسمتهای (الف) تا (پ) را با تبدیل 
(۲,۲۷) < (۲),۷" حل کنید. 

۷ هر نقطه (/1,) از نیم دایره می‌تواند به یک 
نقطه روی محور »ها پین ۱- و ۱ نظیر شود. برای این منظور کافی است از نقطه (۰),1. عمودی بر 
محور »ها رسم کنیم که در این‌صورت (,) نظیر (۰,) خواهد شد. اين تبدیل تصوير قانم 
نیم‌دایره روی محور ها خوانده می‌شود. 

الف) آیا اين تناظر نگاشتی از نیم‌دایره به محور «ها است؟ توضیح دهید. 

ب) اگر نگاشت است آیا یک به یک است؟ با توجه په شکل توضیح دهید. 


(۱,۰) 
پ‌( تصویر (۰,۱) و (۱,۰-) حیست؟ تصویر هر نطة دلخواه (۲۷,) روی نیم دایره کدام انتت؟ 


۱ ۱ ۳ 
ت( ت و () تصوير حه نقطه‌هایی هستند؟ نقطةٌ دلخواه (۰,) روی محور ها بین 


۱- و۱ تصوير جه نقطه‌ای از نیم دایره است؟ 
۸ نگاشت ۷ را به‌صورت زیر در نظر بگیرید : 
اگر نقطهٌ ۳ روی خط 1 باشد آنگاه ۴ - (۷1)۳ 
اگر نقطه ۳ روی خط 1 نبانند آنگاه ۳ < (۷1)۳, به‌طوری 
که "۳ محل تقاطع عمودی است که از نقطه ۳ بر خط 1 رسم می‌شود. 
الف) ایا ۷ یک به یک است؟ پاسخ خود را توضیح دهید . 
ب) آیا ۸ فاصلٌ بین نقطه‌ها را حفظ می‌کند؟ درستی پاسخ خود را با دلیل توضیح دهید. 


۲-۳- انتقال 

در صنعت کشتی‌سازی, پس از ساخت یک کشتی برای به آب انداختن آن معمولاً از یک 
سطح شیب‌دار استفاده می‌کنند. به این ترتیب که کشتی را روی آن سر داده و به آب می‌اندازند. 
این‌گونه حرکتها که جابجایی در یک امتداد معين را نشان می‌دهند. در زندگی روزمره بسیار به جشم 
می‌خورند. به عنوان منال جابجایی آسانسور و حرکت مهره پیاده در شروع بازی شطرنج نمونه‌هایی از 
این نوع حرکت هستند. 

ایا ما نیز می‌توانید چند نمونه از این نوع حرکت نام ببرید؟ 

اگر مثلت 151 را در امتداد بردار ۸5 روی صفحه سر بدهیم؛ بر مثلث "13/57۲ منطبق 
خواهد شد. اين‌گونه حرکتها در صفحه یک انتقال" را نشان می‌دهند. تحت انتقال همه نقطه‌های 
صفحه به یک فاصله و در یک جهت جابه‌جا می‌شوند. 

مثال ۱: الف) نقطه‌های (۳-,۰)۵ (۰)۴,۲ (۰0,۳ (*,)» (۲-,۴-) و (۳,۲-) و تصویرهای 


م1۳20 -۱ 


۹۱ 


انا را تحت تبدیل (۳ + ۲,۷ -) < (1),۷ در صفحه مشخص نمایید. 
حل: الف) 


)-۵, ۵( (۲ ۵( 


۴,۳ 


(۲-,۵) 
شکل ۷ 
ب) تبدیل 1 انتقالی است که هر نقطه را ۲ واحد به سمت حپ و ۳ واحد به طرف بالا می‌برد. 
تمام پاره‌خطهایی که از وصل کردن هریک از نقطه‌ها و تصویرهای نظیرشان به هم ایجاد شده. دارای 
طولهای برابر بوده و با یکدیگر موازیند. 


ضابطة نگانت انتقال اس 
تبدیل (1+ ,+6 (,10 به ازای هرب 


دو عدد حفیقی تایب 9 سا دهد دیف 
تال ان 


مثال ۲: (۶,۱)< ۰۸ ۸,۳) ۰8 (0<)۶,۵ و (۴,۳)<ظ رأسهای یک مربع هستند. 
الف) روی یک کاغذ شطرنجی, تصوير مربع را تحت انتقال (۲- ۵,۷ -6) 2 (161,1 رسم 


ب) مربع و تصویرش را از نظر طول و شیب ضلعها با هم مقایسه کنید. 
حل: الف) بدیليافتة مریم ۸1360 تحت اتفال. چهارضامی "۸۳3/67 است. 
1 


ب( 


(۳-۱) + آ(۳ 0 130 ز (۵-۳)+ ۸(۲- 130-6 
۸ ۳ 
واحد ۲۹/۲« واحد ۲۹/۲- 


پس طول پاره‌خط 30 با طول تصویرش یعنی 13*07 برابر است. به همین ترتیب می‌توان نشان 
۳-۱ ۵-۳ 


8) شیب 13*0 : ۱-- ---- شیب‎ 2-2-٩ 
۶-۸ ۱-۳ 


جون دو پاره‌خط دارای شیبهای مساوی هستند پس پاره خط 80 با تصویرش "0 13 موازی 
است. به همین ترتیب می‌توان نشان داد که سایر ضلعها نیز با تصویرشان موازی هستند. پس تحت این 
انتقال شیب خطها تغییر نمی کند. 


۳۹ 


نگاشت انتقال (ع1+ بط +6 (,10 را در نظر بگیرید. 
۱ تصویر نقطه‌های (,6,۷< ۸ و (,۷,*) ظ را تحت انتقال 7 به‌دست آورده آنها را 
و کل شا 
۲ مختصات بردارهایی را که ۸ را به ۸۵ و ظرابه ظ وضیل می کته بهدست آوویف: 
۲. طول پاره‌خطهای ۸ و ۸۳ را به‌دست آورده آنها را با هم مقایسه کنید. 
۴. شیب پاره‌خطهای ۸5 و ۸ را به‌دست اورده انها را با هم مقایسه کنید. 
۹۳ 


ویزگیهای انتقال 
- بردارهایی که هر نقطه را به نقطه تصویرش تحت یک انتقال نظیر می‌سازند 
دارای طولهای مساوی و جهتهای یکسان هستند. 


- انتقال دی ایرومتری است. 


مثال ۳:آیا بدیلهای داده شدة زیر انتقال هستند؟ درستی جواب خود را با ذکردلیل ثابت کنید. 
الف) (۱,۷-۲+) < (1106,:۷ 
ب (۲,۷) < (1),۷ 
پ) ‏ (۳,۷ )2 (1),۷ 
حل: مورد (الف) یک انتقال است زیرا اگر 

۲+1 + < (۲- ۱۱۷+ ۶) < (0۶:۷ 1 
آنگاه 

۷412۷۰۲ و 2+۱ 1+ 
درنتیجه 
۲ - 1 و ۱< 1 
مورد (ب) یک انتقال نیست زیرا نمی‌توان عدد ثابتی مانند را یافت به طوری که در ضابطه 
نگاشت انتقال صدق کند یعنی 
(1 + ۷,ظ + ۲) ع< (۲,۲۷) < (۷,) 1 

مورد (پ) یک انتقال است زیرا اگر ۳ <ظ و 1-۰ درنظر بگيريم آنگاه 

1)*,:۷( < )- ۲,۷( < + ۱۷ 4+1( 


اه تصوی [ نقه آماب گت آنتل 
۱. جدول مقابل را کامل کنید. 6-۷( ع 
۲۳3۳۹۹ 


تک ۳ 
۱۳ 
۳ 


۲ 


۳ در نمودار زير کدامیک از تصویرهای مشخص شده. تصویر انتقال یافتهٌ شکل سایهدار 


اسنت؟ 


۲ تصویر انتقال یافتة هریک از شکلهای زیر را در امتداد بردار داده شده رسم تن 
(پ (ب (الف 


م2 


۴ انتقال (۵ +۲,۷-)<(۲0,۷ را در نظر بگیرید. 

الف) تصوير نقطه‌های (*,)۰ (۳,۱) و (۶-,۲) را تحت انتقال 1 تعیین کنید. 

ب) نقطه‌هایی را مشخص کنید که تصویرهایشان (۰)۰,۳ (۷) و (۳,۱-) باشند. 

پ همه نقطه‌ها و تصویرهایشان را که در قسمتهای (الف) و (ب) به دست آورده‌اید در صفحه 
مختصات مشخص کنید. سپس نقطه‌های متناظر 
را با یک پاره‌خط به هم وصل کنید. 

ت) طول و شیب هر پاره‌خط را تعیین 

۵. شکل مقابل را به دفتر خود منتقل 
کرده. سپس تصویر متوازی‌الاضلاع ۸01 را 
تحت هر یک از انتقال‌های داده شده رسم کنید. 

(۲ + ۵,۷ + < ( 1۱:۷ (الف 


(۱- ۸:۷ ) < ( :)1۲ (ب 
۹۵ 


۶ (۴,۲-) ۰۸2 8۲,۲ و (۴,۵-)<6 رأسهای یک مثلث هستند. مثلث ۸8 و 
تصویرش را تحت هریک از انتقال‌های زیر رسم کنید. 
(۱ + ۳۳,۷ )2 (۲۷)۶,۷ (ب (۳ - ۶,۷ +) < (1۱):۷ (الف 
۷ ,۰8-۴۲۰۸ (۳,۵)-<0 و (۴)-ظ رأسهای یک مرب اند. 
الف) مربع و تصویرش را تحت انتقالی که رأس ۸ را بر روی رأس 3 تصویر می کند» رسم 
کنید . 
ب) قاعده نگاشت این انتقال را بنویسید. 
رین کارا رای اشال‌هانی کسراس راز روی 
الف) رس » ب) رس 
تصوير می‌کند, تکرار کنید. 
٩‏ (,۲)-۰۳ ,0-0۵ و 8-6-۷ رأسهای یک مثلث هستند. 
الف) مثلث و تصویرش را تحت انتقال (۱+ ۸,۷ +) < (1)*,۷ رسم اک 
ب) طول ضلعها, شیب ضلعها و مساحت را در مثلث و تصویرش با هم مقایسه کنید. 
۱۰ کی ال را در مر ارم کید 


1 وب مرب پوت رسیم : 
ط 1 اه بت 
۳ 5 12۳۳1 ۲ با هر رف ما بکن آنه تن 


۲ را را ار ات ۳۳۷ یلا فد 1۳۷ 
117 17 ۳111 


۹۶ 


کاخ جهلستون در اصفهان 
۲-۳ -بازتاب 
شما غالبا بازتاب ساختمانهاء درختها و ابرها را در آبگیرهاء استخرهاء دریاچه‌ها و نهرها 
دیده‌اید. فروشگاهها و خانه‌ها ر هستند از آینه‌هایی که تصویر اجسام را منعکس می‌سازند. هرگاه در 
آینه می‌نگرید. بازتاب" خود را در آینه می‌بینید. بازتاب شما در آینه به همان فاصله از پشت آینه دیده 
می‌شود که شما از جلو آن. 


شکلی در سمت جپ یک ورق کاغذ بکشید. خطهای رسم شده را با مداد پررنگ کنید. سپس 
کاغذ را از وسط تا کرده و روی خطهای پر رنگ شده که از پست کاغذ مشخص هستند. شکل را 
دوباره برگردان کنید. جه می‌بینید؟ فرق بین شکل برگردان شده و شکل اصلی جیست؟ نقطه‌های 
متناظر شکلها را به هم وصل کنید. خط تای کاغذ نسبت به آنها جه وضعی دارد؟ 
به ازای هرخط 1 در صفحه. بازتاب نسبت به خط بآ تبدیلی است که تحت آن 
تصوير هر نقطهٌ 0 که روی خط بآ نبانشد نقطه‌ای مانند "0 است به‌طوری که 
خط آعمودمنصف "0000 شود و تصویير هر نقطه مانند 0 که روی خط ا باشد 


خودش شود. خط ر[ محور تقارن بازتاب نامیده می‌شود. 


طم16]16 -۱ 


4 


بآ ۳ 
0 
0 
0 
نقطهٌ ۵ بازتاب خودش است. نقطهٌ "0 بازتاب 0۵ نسبت به خط بآ است. 
خط رآ عمودمنصف 7 است. 
شکل ٩‏ 


مثال ۱: ,۸-۲ ۰ (۶,۲)- ۰13 (0<)۵,۴ و (۲:)-1 رأسهای یک مستطیل هستند. 
مستطیل ۸۳ و تصویرهایش را تحت هریک از تبدیلهای زیر در یک صفحه مختصات رسم کنید. 
سپس ویژگی هریک از آنها را توضیح دهید. 

الف) (۷-,) < (۷,) 15 

ب) (۷:,-)< (۷:) 1 


۸ )۲,( 


۴٩ - )۶,-۲( 
06 <)۵,-۴( 
12" - )0,-۲( 


شکل ۱۰ 
تبدیل (الف) بازتاب نسبت به محور *ها و تبدیل (ب) بازتاب نسبت به محور ۷اها است. 
منال۲: (۳<)۵,۳, (۱-,۳) 0 و (۱-,۵)- 3 رأسهای یک مثلث هستند. مثلث ۳0 


و تصویرهایش را تحت هریک از تبدیلهای زیر در یک صفحهٌ مختصات رسم کرده. سپس ویژگی هر 
الف) (۷,۶) < (۷:) 15۱ ب( (-,۷-) < (۱۷,) 15۷ 
۹۸ 


2 0 
: بل 
353 20 
(۳,۵) < ۲۷ ماع 
0-0-۵ | ۳ نج وگ 1 
(۱,۵-) < 13 15 گ ۱ "۳ 


شکل ۱۱ 
تبدیل(الف)بازتاب نسبت به خط < ل و تبدیل (ب) بازتاب نسبت به خط 2-5 1 است. 


ضابطهٌ هر نگاشت بازتاب بستگی به خطی دارد که محور تقارن آن است. 


۰),۲( 


(۲,) 2 صُ 
7 سر و 
9 
(۲-,60 
(الف) 9 
بازتاب نسبت به محور ها : بازتاب نسبت به محور ها : 
(-,د) ی ۸ ,)1 ۸ بکا-) > ۸ ۹0۹ 


(ت) ۳ (-رو) 
بازتاب نسبت به خط 2 لا : بازتاب نسبت به خط 2-5 ( : 
(,۷) < ( ,)15 (-,(-) < (۷ )5 


شکل ۱۲ 
مثال۳: (۳,۷) ۰۸ (۴,۳-)- 8و (۳,۳)-) رأسهای یک منلث هستند. 
الف) مثلث و تصویرش را تحت تبدیل (,۷) < (1)*,۷ رسم کنید. 
۹۹ 


ب) مثلث و تصویرش را از نظر طول و شیب ضلعها با هم مقایسه کنید. 
حل: الف) 


- ِ ۲ ۸ 
1 
۱ 


شکل ۱۳ 


واحد 2۰/۶۵ ۳-۱۷(۲)+ (۴-۳-)/۰- طول م۸ 
واحد ۰/۶۵ < (۴-۳-)+ (۱/)۳-۷- طول ۸9 
طول ۰۸13 با طول تصویرش یعنی ۸17 برابر است. به همین ترتیب می‌توان نشان داد طول 
ساير ضلعها نیز با طول تصویرهایشان برابر هستند. تحت این بازتاب. طول ثابت می‌ماند. حال به 
بررسی شیب ضلعها و شیب تصویرهایشان می‌پردازيم . 


سا ۱ 
۴ ۱ ۳ ۷ ۳ ۳ 
یعنی ضلع ۸ موازی تصویرش ۸۳ نیست. پس شیب خطها تحت بازتاب الزاماً حفظ 


ساعت است. در صورتی که برای حرکت از ۸۵۳ به ۳ وبه 06 جهت حرکت. در جهت حرکت 
عقریه‌های ساعت است. پس بازتاب جهت حرکت را عکس می‌کند. 


۱۰ 


ویزگیهای بازتاب نسبت به یک خط 
را 


بازتاب جهت شکل را حفظ نمی کند. 
بازتاب دک ایرومتری است. 


تاکنون بازتاب نسبت به یک خط را مورد بررسی قرار دادیم. نگائشت بازتاب نسبت به یک نقطه 


به ازای هر نقطهٌ ۳ در صفحه باز تاب نسبت به نقطه ۳. نگاشتی است که تحت 
آن هر نقطةٌ 0 در صفحه روی نقطه‌ای 
مانند 00۳ طوری نگاشته می‌شود که ۰۵ ۳ 
و 0 روی یک خط راست باشند و 
2-۲7 ۳۵ . نقطه ۳ مرکز تقارن این 


بازتاب نامیده می‌شود . 


بسیاری از بدیده‌های طبیعی متقارن هستند. ببرها نمونه‌های زیبایی از اين تقارن هستند. 


در کل مقابل مثلث ۸۳890۲ بازتاب مثلث 
0 شبت به نقطه ) است و مثلث 06 8 ۸۵ , 
بازتاب مثلث )۸ نسبت به نقطه ۳ است. 


شکل ۱۴ 


مسأله‌ها 
۱ نمودارهای زیر را دردفترتان کشیده و بازتاب آنها را تحت خطهای داده شده رسم کنید. 


(پ) ۳ (ب) (الف) 


۱ 1 در نم دار فیل 1 ۲ ِا 
تصاویررمشخص شده. تصویرشکل سایه‌دار 5 تال ال ده 
تحت بازتاب نسبت به یک خط است؟ بلس سپالب ترس 
۳ (۸<)۳۲,۱ ۰ ,3-6۷ و 
(۷,۳) - 0 رأسهای یک مثلث‌اند. مثلث و تصویرش را تحت بازتاب‌های زیر رسم کنید. 
(1-,) < (,)5 (ب (۷,-) < (5),۷ (الف 
(-,-) < (۷, (ت («,۷) < (1),۷ (پ 
۴ (۲,۷) ۰1 (۰,۶ ۰16-0۱ (۶,) < با رأسهای یک مثلث هستند. 
الف) مثلث و تصویرش را تحت بازتاب (۷-,) < (13)*,۷ رسم کنید. 
ب) مثلث و تصویرش را از نظر طول و شیب ضاعها و مساحت با هم مقایسه کنید. 
۵ (۶):۲< ۰۸ (۵,۰-)-< ۰8 (۵-,۳-)<0 و (۳-,۲) - (] راسهای یک مرع‌اند. 


الف) مرب و تصویرش را تحت بازتاب (-,۷-) < (130,1 رسم کنید. 

ب) مربع و تصویرش را از نظر طول و شیب ضلعها و مساحت با هم مقایسه کنید. 
۶ ۳۲,۴ 0-0-۷۳ و (۱-)- 1 رأسهای یک مثلث‌اند. 

الف) مثلث و تصویرش را تحت تبدیل (۶,۷+) < (۳0,۷ رسم کنید. 


ب) تبدیل "آ را توصیف کنید. 

۷(-)- ۰5 (۷-,۳-) - ۲ ۳,۰(۰) < 0 و(۴,۳) - 11 رأسهای یک‌متوازی| لاضلاع 
هستند . 

الف) متوازی‌الاضلاع و تصویرش را تحت تبدیل (۳ ۳,۶ + ۷) 2 (1),۷ رسم کنید. 

ب) تبدیل [" را توصیف کنید. 

۸ (۳,< ۰۳ (۱-,۴)< ۰0۵ (.۸) < 13 و (۷,۴) <5 رأسهای یک چهار ضلعی هستند. 

الف) جهار ضلعی و تصویرش را تحت تبدیل (6-۱-,۱- ۷-) 2 (1)5,۷) رسم کنید. 

ب) تبدیل ) را توصیف کنید. 

که( و زوا واسهای یک شلات فست: 

الف) تصویر مثلث ۸736 را تحت بازتاب نسبت به خط 

۲2۰+ رسم که انوا بننامید. 

۳ ۳۳۶ وس گزده آن بر 3*63 زتنین: 

باسرو ساعق ۸ (۱ عض با رتاپ تیگ بط م۲ وین کید 

زر ات 6 هر رات با تن کیت رز شهب ۲و رس کف 

ور تبودار تقایل مق 0۴ اه وی اجان مار 6 تلف یت : 


الف) محور تقارن را رسم کنید. ۳ ۸ 
ب) معادله محور تقارن را بنویسید. ۹ / 
پ) تصوير (۳,۵-) < ۳ را تحت این بازتاب 1 3 / 
به دست آورید. کیب ۲ 
۰ سس 
۱ تحت یک بازتاب نقطهٌ (۱-,۳-) روی 


نقطةٌ (۳,۵) تصویر می‌شود. 
الف) محور تقارن را رسم کرده. تصویر 
نقطه‌های (۰0,۵ (۱-,۲) و (۲-,۴) را تحت 
همان بازتاب در صفحه مختصات مشخص کنید. 
ب) نقطه‌هایی که تحت همان بازتاب تصویرشان نقطه‌های (۰)۳,۲ (۴,۶-) و (۳-,۱-) باشند, 


زامتتتصی کنتر 
پ‌( معادلة محور تقارن را بنویسید. 
۲ اگر 0 مبدا مختصات بانند, مختصات تبدیل یافتة هر نقطة (ویع) تحت بازتاب سبت یه 


نقطه ۵ را موی 


ی 

یک نمونه از مراکز تفریحی که در برخی شهرستانها وجود دارد. شهر بازی است. در اين‌گونه 
مراکز وسایل بازی متعددی وجود دارد که اغلب آنها با ایجاد حرکتهای مختلف در بازدیدکنندگان 
شور و هیجان ایجاد می‌کند. از جمله رایجترین وسایل در اين مراکز, چرخ و فلک است. حرکت 
جرخ و فلک به‌صورت چرخشی است که دوران" نامیده می‌شود. 

حرکتهای دورانی از جمله حرکتهایی هستند که در زندگی روزمره بسیار با آنها سروکار داریم. 
به عنوان مثال. هنگام جرخاندن دستگیرة دره پاییآوردن یش اتومبیل, بازکردن شیر آب تراشیدن 
مداد و گرداندن کلید در قفل تجربه‌ای از حرکت دورانی به‌دست آورده‌اید. ایا تا به حال به ساختار 
هندسی ایگونهحرکنه نیز فکر کید 


فعالیت ۴-۲ 


۸ ۳ 


وم صعیت مختلف از یک موشک جرخ و فلک در حال حرکت را نشان 
می‌دهد. وضعیت اول موشک را با ط. وضعیت دوم آن را با "۳ و محور 


چرخ و فلک را با 0 نشان داده‌ایم. ۴ 


شکل ۱۵ 


۱- ۵208 


۱۰۴ 


1 ۸ و 3 دو نقطه از وضعیت اول. ۹ و۳۲ دو نقطةٌ متناظر آنها از وضعیت دوم فوشدکت 
هستند. زاویه‌های "۸0۸ و "1308 را به‌وسیله قالهاندازه گرفته با هم مقایسه کنید. 
۲. دو نقطهٌ متناظر دیگر روی ۳ و به دلخواه در نظر بگیرید و آنها را ک و 26 نامگذاری 
کنید. اندازة 260267 را تعبین کنید. 
۲ تجربه بند ۲ را با انتخاب نقطه‌های متناظر دیگر تکرار کنید. 
۴ دایره‌ای به مرکز 0 و شعاع 0۸ رسم کنید. آیا این دایره از ۸۲ می‌گذرد؟ 
۵. دایره‌هایی به مرکز 0 و شعاعهای 8 و 02 رسم کنید. آيا این دایره‌ها نیز از ۳ و 2 
می‌گذرند؟ 
۶ آیا نتيجه بند ۰۵ برای هر دو نقطهٌ متناظر دیگر نیز برقرار است؟ 
استبالا از انجام فعالیت بالا به این نتیجه رسیده‌اید که نقطه‌های متناظر روی دایر‌ای به مرکز 
0 جابجا می‌شوند. که اين نقطه مرکز دوران نامیده می‌شود. همانطور که مشاهده کردید از وصل کردن 
نقطه‌های متناظر به مرکز دوران. زاویه‌های برابر تشکیل شدند (..۰- 106 - 13087 - ۸۵۸۵۲ )؛ 
که اين اندازه مشترک زاويه دوران نامیده می‌شود. 
یک دوران به مرکز 0 و زاویه ,۰0 تبدیلی است که هر نقطد ۸ در صفحه را 
به نقطه‌ای مانند ۸ از آن صفحه نظیر می کند به‌طوری که 
الف) مرکز دوران یعنی نقطة 0۵ ثابت است ؛ 


ب) اگر ۸ نقطه‌ای غیر از 0 باشد» آنگاه 0۸-0۸ و ۸0۸۲0 (زاوية 


دوران). 


در دایره‌ای به مرکز نقطه‌ای مانند ۴ را در نظر گرفته و در خلاف 
جهت حرکت عقربه‌های ساعت. روی دایره از ۳ به "۳ حرکت کنید. به‌طوری ‏ ۲ 


1 


که ۳۵۳-0 . حون ۲۳ 2 ۰0۳ پس ۳ تصویر نقطةٌ ‏ تحت دوران به 
مرکزن و اندازه ,0 است. 
اگر 0 یعنی اندازه زاویه مثبت باشد. دوران در جهت خلاف حرکت 
عقربه‌های ساعت است و اگر 0 منفی بائد دوران در جهت حرکت عقربه‌های شکل ۱۶ 


ساعت اشتا: 


مثال ۱: 


1 
4۸ 
۱ 7 
هت 
۲ و 
0 ۸ ى 


الف) مرکز دوران 0 ب) مرکز دوران ظ 


60 
5 بِ ِ 
2 
3 1 
۱ /۳ 


پ) مرکز دوران ۸ 


زاویهٌ دوران ۳ زاویهٌ دوران ۱۸۰ 


شکل ۱۷ 
دو دوران شکل زير را با یکدیگر مقایسه کنید. شکل سمت حپ, ۳ را توسط دورانی به مرکز 
0و زاویةٌ "۴۵ روی "۳ تصوير می‌کند و شکل سمت راست ۳ را توسط دورانی به مرکز 0 و زاویه 


بر ۶ 0 
زاویهٌ دوران ۹۰ 


۳۵۲-- روی ۳ تصبوبر می کنل. توجه کنید که کتیحه هر دو دوزان.یکشان؛است؛ 


۳۰ 


۳۰ 


شکل ۱۸ 


دورانی به زاویةٌ ۰۳۶۰ هر نقطه‌ای مانند ۸ را به محل 
اولیه‌اش تصویر می‌کند. یک چنین دورانی؛ یک دوران کامل 
خوانده می‌شود. 

من ال ۲: (۲,۰) - ۰۸ (0۵,۰< 3 و (0۵,۲-<0) 
راسهای یک شا هس تفر یک فقسه بقل ۸36 
تصویرهایش را تحت هر یک از تبدیلهای زیر رسم کرده 


سپس هر تبدیل را توصیف کنید. 
الف) (۷,۶-) < (۱,) 5 
ب) (۷-,۲)< (,) 5۱ 
پ) (-,۳),۷(<)۷ 
۱۰۴ 


اه | (رب که م۸ 
(هم)- 3۳ | رف | 8-۵ 
ره | )۳ | (هر)ع 


حل: 

این تبدیلها, دوران‌هایی به مرکز مبدا 
مختصات و به ترتیب به زاویه‌های ۰٩۰‏ 
۰۳ و ۲۷۰ هستند. 

ضابطه نگاشت برای دوران‌ها 
بستگی به مکان مرکز دوران و اندازه زاوية 


دوران قا وگو 


7 
2 


)-,-1( 


(-,۷) < (1),۱ (-,-) < ( ۳,۷ (,2۷) < (,)1 
مرکز دوران (*,۰) مرکز دوران (*,۰) مرکز دوران (۰.۰) 


زاوية دوران ۲۷۰۳ زاوية دوران ۱۸:۴ زاوية دوران ٩۳"‏ 
شکل ۲۱ 
نکته: دوران به مرکز 0 و زاوية ۰۱۸۰ بازتاب نسبت به نقطف 0 نیز هست. در این حالت 
نقطهٌ 0 مرکز تقارن است. 
ال ۲و زمموه ( ق (۱ 0 راسهای یک شق فیکتل, 
الف) نمودار مثلت 0۳0۵ و تصویرش تحت تبدیل (,9-) < (13)2,1 را رسم کنید. 
۱۷ 


ب) طول و شیب ضلعهای مثلث و تصویرش را با هم مقایسه کنید. 
حل: الف) 


این تبدیل دورانی به مرکز (0<6)۰,۰ و زاویه ٩۰‏ 6 است. 


ب 


واحد ۰ (۱+۷)+ ۷-۶(۲)/- طول ۳۵ 


واحد ۰ - (۷-۶) + (۱-۲-)/: - طول ۳0۵ 
طول ۳0 و طول تصویر آن یعنی "۳/۵ با یکدیگر برابرند. به همین ترتیب می‌توان نشان داد که 
ساير ضلعها نیز دارای طولی برابر طول تصویرشان هستند. پس تحت این دوران طول پاره‌خطها ثابت 
می‌ماند. 


جح ینب ۳ اف ۱ ثنیت ۳ 
به طوری که دیده می‌شود» ۳0۵ بر تصویرش "700 عمود است. می‌توان نشان داد که ضلعهای 
قیقد ی تضیوین و خی 3 هستند . بناپراین: لزومی ندارد تحت دوران» شیب خطها ثابت بماند. 


یک شکل تحت دوران» شکل من شیتوت:با شعل اوه خر اه برد 


با توجه به مثال ۳ ویژگیهای دوران را می‌توان به شکل زير در نظر گرفت. 


ویژگیهای دوران 
- دوران مردر دوران را ثابت نگه می‌دارد ؛ 


را راهان حط ۱ حنط نکن 


- دوران یک ار ومتری است. 


مسأله‌ها 
۱ دوران (,۷-)< (1),۷ مفروض است. 
الف) تصوير نقطه‌های (۰)۴,۱ (۰,۵) و (۳,۲-) را تحت این دوران تعیین کنید. 
ب) نقطه‌هایی را بيابید که تحت این دوران» تصویرشان (۰)۲,۶ (۳,۰) و (۴-,۱-) باشد. 
پ) همه نقطه‌ها و تصویرهایی را که در (الف) و (ب) به دست آورده‌اید در صفحه مختصات 
۲ در نمودار زیر با استفاده از استدلال استقرایی» تعیین کنید کدام یک از تصویرهای 
مشخص شده , تصوير دوران یافتهٌ شکل سایه‌دار نسبت به یک مرکز دوران است؟ 


۴ با در نظر گرفتن 0 به عنوان مرکز دوران؛ دوران یافتهٌ شکلها را در هر یک از حالتهای 


زیر رسم کنید. 
الف ) دوران ٩۰۳‏ 


ب ) دوران ۱۸۰ 


۴ (۰۳-۲,۵ (۴۳,۵)- ۸و (۴,۱)- 1 رأسهای یک مثلث هستند. 

الف) مثلث و تصویرش را تحت دوران (*,۷-)< (13),۷ رسم کنید. 

ب) طول و شیب ضلعها و مساحت را در مثلث و تصویرش با هم مقایسه کنید. 

۵ (۷-,۱-) < ۰۸ (0۷,۲ ۰ (۵,۶) <1 و (۳,۲-) < ۱ رآسهای یک مستطیل هستند. 
الف) مستطیل و تصویرش را تحت دوران (-.۷) <(13)*,۷ رسم کنید. 

ب) طول و شیب ضلعها و مساحت را در مستطیل و تصویرش با هم مقایسه کنید. 
همع( یا م۳ عم راسهای یک هلت هید 

الف) مثلث و تصویرش را تحت تبدیل (۳ ,۳ + -) 2 (1)*,۷ رسم کنید. 

ب) تصویر مثلك آما۸ را ابتدا تحت دوران (*,-) < (,8)5 پیدا کرده و ان را ۸۵۳۲۲ 


بنامید. سپس تصویر "۸۳1 را تحت انتقال (۳ ۳,۷ +)< (۲),۷ تعیین کنید. نتیجه به دست 
امه را با تشه (الف) مقاسبه کنید: 
۷ (۳,۱-)- ۰11 (۷-,۲-) < ۰0 (۱-,) < ۷و (۳,۳) < ۸۵ رأسهای یک ذوزنقه هستند. 
ذوزنقه و تصویرش را تحت هر یک از تبدیلهای زیر رسم کنید. 
(۶ + ۶+ -) < (00,۷ (ب (,۶+ «-) < ( ,)۳ (الف 
(۶+-,۷)< (,)5 (ب 
۸ (۱-,)- ۰6 (۵-,۲) ۰0 (۵-,۵) رآ و (۳-,۶) -1 رأسهای یک جهارضلعی 
هستند . 
الف) جهارضلعی و تصویرش را تحت تبدیل (۷-,۹+) < (1),۷ رسم کنید. 
ب) نشان دهید که تبدیل 1 نه انتقال است. نه بازتاب و نه دوران. 
پ) این تبدیل جدید چه ویژگیهایی دارد؟ 
٩‏ شکلهای خاکستری, دوران یافتةٌ شکلهای سیاه تحت یک دوران هستند. در هر یک از 
موارد زیر. مرکز دوران و زاویهُ دوران را مشخص کنید. 


۱۱ 


بت میم هلت له کر امقیاه 
۵-۳ - تجانس 

تنها اختلافی که دو شکل متشابه با هم دارند. آن است که الزاما ابعاد با هم یکسان نیستند. وقتی 

اک تکاس رای کاس کر نها ری که سیک ری رید ی که یت کی 

یک مقیاس, تمام ابعاد آن بزرگ می‌شود. به همین ترتیب اگر بخواهند تصویر نقشه بزرگ جغرافیایی 

ایران را که در کلاس شما آویزان است در کتاب شما پیاورند. باید تمام ابعاد تصوير را با یک مقیاس, 


3 
۱< 1 ۱ > >> 
در واقع. تصوير جدید هم جنس اولی اما با یک مقیاس, بزرگتر یا کوجکتر شده است. ساده‌ترین 
تبدیل از اين نوع تجانس" است. تحت تجانس, همه ابعاد یک شکل با یک عامل 7۶۰ که نسبت 


جمناهان1 -۱ 


۱۱۲ 


تجانس (مقیاس) نامیده می‌شود. بزرگ یا کوحک می‌شود. 


تجانس به مرکز 0 و نسبت 6 تبدیلی است که هر نقطهٌ ۸ در صفحه را به 
نقطه‌ای مانند "هر از آن صفحه طوری نظیر کند که 


الف) مرکز تجانس یعنی نطهٌ 0 ثابت باشد ؛ 
ب) ۸۳ روی نیم خط 0۸ قرار گیرد و 0۸۲-10۸ . 


توجه: در این کتاب نسبت تجانس را مثبت در نظر می‌گیریم. 
مثال ۱: شکل زير نمونه‌هایی از تحانس را نشان می‌دهد. 
۸ 


۸ 


الف) ب 
مرکز نجانس 0 مرکز تجانس 0 
۱ 
مقیاس ۳ مقیاس ِ 
شکل ۲۳ 


مثال ۳: (۲,۳)< ۰۳ (۲,۳-)- ۰۸ (۲-,۲-) < 1 و (۲-,۲) -< 1 ز ها یی مسا 
هستند . این مستطیل و تصویرهایش را تحت هر یک از تبدیلهای زیر در یک دستگاه مختصات رسم 
کرده, سپس آنها را با مستطیل ۳۵۸1۵۲ مقایسه کنید. 

1«),1( < )۲*:۲۷(  )ا‎ 


ب( ) - (ر :1 


۱۳ 


تصویر نقطه 


-_۱ 
رح ۲۲ ۳ 


2۴,۶ 1۳ 2 0,۱/۵( 
۸ )-۴,۶( | ۸ 2 )0-۱,۱/۵( 


(ا-,۱) ح 1۲ (۴-,۴)-< ۲ 


شکل ۲۴ 
هر دو تبدیل بالا تجانس هستند. تبدیل (الف) مستطیل را با مقیاس ۲ بزرگ کرده و تبدیل (ب) 


ِ ۱ 
ان را با مقیاس ب کوحک کرده است. 


ضابطه نگاشت تجانس: تبدیل (10,10) - (16,1 در صفحهٌ مختصات 
یک تجانس با نسبت تجانس > و مرکز تجانس (۰,۰) را نشان می‌دهد. 


اگر 1۱ >۰ تجانس اگر ۱< ۰16 تجانس 
یک انقباض است. یک انبساط است. 


مثال ۴: (0,۳ ۰۸ (۵,۵) 8 و (۶,۳)-06 رأسهای یک مثلث‌اند. 

الف) مثلث و تصویرش تحت تبدیل (۲*,۲۷) - (166,:۷ را رسم کنید. 

ب) مثلث و تصویرش را از نظر طول و شیب ضلعها و مساحتشان با هم مقایسه کنید. 
۱۱۴ 


پ) خطهایی که نقطه‌های نظیر را به هم وصل می‌کنند. نسبت به هم جه وضعی دارند؟ 


حل: الف) 


19 - 6۰,۸۱۰( 


شکل ۲۵ 
ب) (6۰-۶+ (۰-۲/- طول 9 و (۵-۳)+ (۰/)۵-۱- طول ۸ 
۶+ ۶۴ ۶+۴ - 
واحد ۴/۵ - واحد ۲۰/۵ - 
پس 2۲۸ ۸۳ . همجنین 30/۲80 و ۸0۲۸6 (خودتان محاسبه را انجام 
2 ۳ ۱۹ 0 ۸0 ۳ 2( 
0 ۰ ظ۸ 
ی | 
۴ ها ۳ ۲ اس ۳ 
درنتیجه. ۸۳/۸ ۰ حال نشان دهید که 1370|86 و ۰۸۰0/۸ 
با توجه به شکل» 
سل ۲۵-۵ - .هد - مساختشلت ۳ 
(واحد) ۲۰ (۴)(» 00-0 - فساخت بل 80 
بنابراین» 


(مسساحت مثلت ۸730) ۴- مساحت مثلت ۸٩8"‏ 
۵ 


پ) از به هم وصل کردن نقطه‌های نظیر, خطهای "۰۸۸ 1319 و 007 به دست می‌آیند (شکل 
۵ با توجه به شکل. مشاهده می‌شود خطهایی که نقطه‌های نظیر را به هم وصل می‌کنند از مبداً 
مختصات میگذرند. این مطلب را با استفاده از شیب خطها ثابت می‌کنیم. 
۲ و۳ 
۳- < شب 0۸۵ ۳< -< شیب 0۸ 
۲ ۱-۰ 0 
بناپراین. قطه‌های ۰0 ۸ و ۸۵۳ روی یک خط راست قرار دارند. در این حالت نقطه‌های 0 . 
۸ و ۸ همخط نامیده می‌شوند. با همین استدلال نقطه‌های ۰0۵ 3 و "3 , هم‌جنین نقطه‌های 0,0 
و ) نیز هم خط هستند. بنابراین, در دو شکل مجانس, خطهایی که نقطه‌های نظیر را به هم وصل 


ویزگیهای تجانس 
- تحت تجانس. مرکز تجانس ابت می‌ماند ؛ 


وا 
تجانس طول را با ضریب ‏ و مساحت را با ضریب "1 تغییر می‌دهد ؛ 


مسأله‌ها 
۱ ۰1-0-۷۲ (۴۷) ۰۸ (۳,۵)- ۸1 رأسهای یک مثلث‌اند. 
لف) مثلت 1808 را رسم کنید. 
ب) تبدیل یافتهُ مثلث 1۸0۷۲ را تحت (۲,۲۷) < (1(),۷ رسم کنید. 
پ) مثلث ]1۸1۷ و تبدیل يافته ان را از نظر طول و شیب ضلعها و مساحت با هم مقایسه 


ت) نسبت تجانس و مرکز تجانس را تعیین کنید. 
کر و سای له را هاش یک شله 3 


تحعصنلاه0 -۱ 


۱۶ 


الف) مثلث 1۸(۷ و تصویرش مثلث ۸۳۷۳ ۷۲ را تحت تبدیل (۳۶,۲۷) < ( یج( 
ب) ۰۱۲۷۲ "۸۵ و لا را رسم کرده؛ مسپس آنها را امتداد دهید تا یکدیگر را در (۰,۰)- 0 
0۸ 


د-۳ 


9 
اازف 


را محاسبه تما یید: 


۱/۹ 
ت( طول باره‌خطهای ۱/۹ ۰ 1۷۸۵ +( ۰ ۸ 2-۲ ۷ و نسبتهای 11۸ ۰ 


0 
| محاسیبه تما 
پزم و 7 را محاسیه مایید. 


۳ ,۰۸-0۲ (۳,)- ۰8 (0<)۴,۳ و (۴,۰)-1۲ رأسهای یک مستطیل هستند. 
۲ ِ ثٍِ- رت ۱ 
الف) مستطیل و تصویر مجانس ان را با درنظر گرفتن (۰,۰) به‌عنوان مرکز تجانس و - 


۳ 
به‌عنوان عامل مقیاس رسم کت 
نی تفاتی ابساط اسب قاشع 
09 0۳۰ 
پ) طول پاره‌خطهای 0۳ , 60۳ 0 ۰ را انداژه بگیرید و نسبتهای صححت وبا 
98 0۳3 
محاسبه نمایید. 
طول ضلع و سباحت پا هم مقایسهکنید. 


۴ شکل زیر را در دفتر خود برگردان کرده؛ 
سپس با درنظر گرفتن (۰,۰) به‌عنوان مرکز تجانس: 
تصویر مجانس متلت ۸18 را با نسبتهای تجانس 
زير رسم کنید. 

الف) ۲ 

ب) ۱/۵ 

پ) ۰/۵ 


۱۷ 


۵. با توجه به شکل زیر نسبت تجانس یعنی 1 را برای هر یک از تجانس‌های زیر تعیین کنید. 
0 جب 3 (ب 0 جب بر (ب و بم (الف 


۸ حبظ (ج 8 سوتدی) رت مج (ت 


ع 


۶ در شکلهای زیر مرکز تجانس (0) و تبدیل یافتةٌ یک نقطه از هر شکل داده شده است. 
شکلها را در دفتر خود برگردان کنید و تصوير تبدیل یاف آنها را کامل کنید. 


۷۷ 7 
1 
0 1۳ 
0 1" 
۰ ۰ 
۷ 


0 


۷ الف) مثلث ۳05 و تصویرهای مجانس آن را 
با نسبت تجانس ۲ و به مرکزهای ۰۳ 0 و 1 رسم کنید. 
ب) در هر یک از قسمتهای بند (الف) نسبت 
مساحت متاث تبدیل یافته به سلث: ۳0 را به‌دست آورید: 


۱۹۸ 


مکتضاتر شباش دول شلمی داوشه اشکه با در ظر کرمهع ها گر 
تجانس هر جند ضلعی را در یک صفحهٌ مجزا رسم کرده. تصویر مجانس ان را به ازای نسبتهای 
تحانس داده شده تعیین کنید. 


< 1 (۴,۱(,)۲,۱(,)۵,۲-) (الف 
< ۲ (۴ ,۶,۶(,)۰) ,(۴,۰) ,(,۰) (ب 


۹ نمودار زیر الکونین را نان می‌دهد که با استفاده از یک ذوزنقه تست مه اسنت: در این 


الگو مجانس‌های ذوزنقه دیده می‌شوند. 


۵ 


۱۹/۲۹7 


اش هاش رال تور شا سار را بدا کزفم سس فصو را با خوونقمایتوار از 
نظر محیط و مساحت با هم مقایسه کنید. 
ب) آیا اين الگو می‌تواند ویژگیهای تجانس را نشان دهد؟ 


۶-۳ - تبدیل يافته خط و معادلة آن 

در شکل مقابل نمودار خط 2۰ ۳۷۷۲۶ - ۲ 
با [ نان داده شده است. هر یک از نقطه‌های این 
9 اه هد ال (۲ ۴,۷ +) < (۷:,) 1 


تصوير شده, یعنی ۴ واحد به سمت راست و ۲ واحد » 
به سمت پایین منتقل شده است. تبدیل یافتة خط را با 
خفن گردن تصسوی هر بو ققطه آن اتف 
(۳,۰-) <۸ و (۲,)< 19 می‌توانيم رسم کنیم. 
تحت این انتقال (۲-,) < ۵۳ ج (۲,۰-)< ۸ و 


شکل ۲۶ 


۱۹۹ 


(۴,۰) - 13 ب (۰,۲) - ۲ . خط تبدیل یافته از نقطه‌های (۲-,) - ۸۵۳ و (۳۴,۰)- 8 می‌گذرد. 
اگر(ز,) ۳ یک نقطةٌ دلخواه روی خط تصویر باشد آنگاه 
۷۲ 


یت ۳ ۲ ...6 اس ۸۳۶ 
2-۱ ۱ 9 ۱ 
پا توجه به هم‌خط بودن ۰۸ 9 و ۴, شیب ۸۳ و ۸۳ با هم برابر هستند. پس 
۲ ۱ 
اسر ۲ 
۷۶ ۲-۲-2 
۳۷-۰ ۲ 


بناپراین: معادلةٌ خط تصویر ۰ ۲-۳۷۰۸ استت 
مثال بالا روش کلی بدست آوردن معادلهٌ تصویر یک خط تحت یک تبدیل معین را نشان می‌دهد. 


روش کلی به دست آوردن معادلة تصویر یک خط تحت یک انتقال, 
بازتاب. دوران یا تجانس: 
گام اول: مختصات دو نقطهٌ دلخواه روی خط را پیدا کنید. 


گام دوم: مختصات تصویر این دو نقطه را تحت تبدیل داده شده به دست 


اورید. 


گام سوم معادلةٌ خط گذرنده از دو نقطهٌ تصویر را ناموت 


مثال ۱: 

الف) خط 2۰ ۶- ۲+۱ را رسم کنید. 1 

ب) تصویر خط (الف) را تحت دوران لام 
(*,۷-)< (13),1 رسم کنید. یس | . 

پ) معادلةٌ خط تصوير را پهدست آورید. ‏ ۳۲ ۰ م / 

8 

الف) (۳,۰) - ۸ و (۰,۶) - 3 دو نقطه از ۲ 1 
خط هستند. با مشخص نمودن این دو نقطه خط ۸ ۲ 7*9 
تفه وا مس ی کیره 


۱۳۰ 


ب) تحت دوران داده شده 
(۰,۳) - ۸۳ ب (۳,۰) < ظر 
(۶,۰-)- 19 ب (۰,۶) < 18 
خط تصوير یعنی ۸۳ را رسم می‌کنیم. 
پ) فرض کنید (۷,) < ۳ نقطه دلخواهی از خط تصویر باشد. 


۳ته ۱ سار 
ی ۸ و 


با توجه به ثابت بودن شیب خط, 


۲ < ۲۷-۶ 
۲۷ ۶ 2.۰ 

معادلةٌ خط تصویر ۰< ۶+ ۰-۲۷ است. 

در مثال (۰)۱ معادله خط تصویر را وتو شیر با اباده از کهبتوعرصی آزسید] پیت 
آوریم. این روش در مثال بعد نشان داده شده است. 

منال ۲: معادلة تصویر خط ۴ < و قح ازن ست هه یی کارا پگ ورف 

حل: با درنظر گرفتن شیب خط ‏ . و 
با توجه به نمودار. (۳۴-,۰) < ۸ و (۸,۰) < ظ. 
دو نقطه از خط هستند. تحت تقارن نسبت به 
مجور ها (۰,۴) < ۸۳ جب (۴-,۰) < طر و 
(۸,۰) < ]1 - (۸,۰) < 3 . خط تصوير یعنی 
رس ی کر 


با توجه به نمودار» شیب این خط ِ 


قخارن تسد ربیخ 


شکل ۲۸ 
ناراین, معادلٌ خط تصویر ۴ +2 - > بز می‌باشد. 


۱۳۱ 


مسأله‌ها 
الف) خط ۴<۰ ۲+۷ و تصویرش را تحت انتشال (۲- ۴,۷ +) < (1),:۷ 
ب) معادلةٌ خط تصویر را بهدست آورید. 


رسم 


بالط تس ی اباب آن را تسه مور ها شتسه رها 
رسم کنید. 
ب) معادلة تصویرهای خط 1 تحت بازتاب نسبت به محور ها و محور رها را به دست اورید. 
۳. الف) خط ۳ +۲۶( و تصویر بازتاب آن را نسبت به خط 2 ۷ رسم کنید. 
ب) معادلة تصویر بازتاب خط داده شده را به‌دست اورید. 


۴ +فقادله تضنون خط ۵ اعد ک تضبار ناب تست با قط عر نف و ردنت آورتاسششن 


نها را رسم کنید. 
۵ معادلةٌ تصوير خط ۰- ۶+- ۳۶ تحت دوران‌های زير را په دست آورید : 
الف) ٩۰‏ حول (*,۰) ب) ۱۸۰ حول (*,۰) 


پ) ۲۷۰ حول (,) 
۶ الف) در یک صفحه مختصات., دو خط با و بآ را رسم کنید. 
2.۰ 2-۱۲ ۳۸-۲۷ : بر[ 2۰ ۶- ۳-۲۷ : ر[ 

ب)ضابطه تب افتال ناوت که تست آنها رز تقتوی رز اش وا کشت اوول: 

۷ تحت یک بازتاب» تصویر خط ۳-۰ - ۱۷+ خط ۳-۰ + ۰+۷ است. معادلٌ محور 
تقارن را پیدا کنید. 

۸ تحت یک تبدیل. خط ۱۰-۰+ ۰۲۶-۵ تصویر خط ۱۰<۰- ۲-۵۷ است. این 
تبدیل را به عنوان یک 

الف) انتقال ب) بازتاب پ) دوران 


توصیف کنید. 


۷-۳- انبات با استفاده از ویزگیهای تبدیلها 


با توجه به بخشهای قبل» برخی از ویژگیهای تبدیلها را به صورت زیر جمعبندی می‌کنیم. 
. در هر یک از این تبدیلهاء تبدیل یافتهٌ خط راست. خط راست است. 


۱9 


ْ. طول پاره‌خط 8 اندازه زاویه. تحت انتقال. دوران و بازتاب ثابت می‌ماند . 
۳ گر دو خط موازی باننند» هر یک از آنها می‌تواند تحت یک انتقال» دوران ۱۸۰۳ یا بازتاب 


بر روی دیگری نگاشته شود. 


ی 


بازتاب 


انتقال دوران ۱۸۰۲ 
شکل ۲۹ 
۴ یک خط می‌تواند تحت یک انتقال. دوران ۱۸۰۳ يا بازتاب بر روی خودش نگاشته شود. 


/ دوران "۱۸۰ 


شکل ۲۰ 
۵ عمودمنصف هر پاره‌خط ۸۲ محور تقارن 
1 1 ۸ 


شکل ۳۱ 
۶ اگر دو خط متقاطع باشند. هر یک از آنها می‌تواند تحت یک دوران یا بازتاب بر دیگری 


تا شوه 


۱ 0 ۱ زاویة تشکیل شده پین خط و تصویرش: 
۱ 
یمساز زاویةٌ تشکیل شده بین برابر است با زاویةٌ دوران 


و تصویرش» محور تقارن است 


۱۲ ۹ 


می‌توانیم از ویژگیهای فوق به‌عنوان حقایق پذیرفته شده. در اثبات قضیه‌ها و 
حل مسأله‌ها استفاده کنیم. 


قضیه: زاویه‌های روبه‌رو به ضلعهای مساوی در منلث متساوی‌الساقین با یکدیگر 


وا 


انبات با استفاده از بازتاب : 

در مثلث ۰۵130 ۸0 - ۸ و نیمساز زاویة ۸ ضلع 30 را 
در ۲ قطع می‌کند. تحت بازتاب نسبت به خط (۸1, خطی که شامل 
پاک دا اویش خی ایا ام ات وی 
نی شنرود موق 4 لاس جوا تایرایی 2 ی 1 
زاویه‌های مقابل به ضلعهای مساوی در مثلث متساویا لساقین برابرند. شکل ۳۳ 


قضیه: اگر خط موربی دو خط موازی را قطع کند. زاویه‌های نظیر برابر خواهند 


بود. 


انبات با استفاده از انتقال: 

با توجه به نمادگذاری روی شکل, تحت انتقالی ‏ ۳۲ 
به موازات خط مورب 9 که خط با را بر روی 1:7 
می‌نگارد. خواهیم داشت 

ب 3۰۸ ]و ) جب) ۲ 

بنابراین 

تس طخ ی زآیههای اظ براو ک یگ 

تست لت 0 منل ۳۵۱ 
متساوی الاضلاع هستند. ثابت کنید 3۱ - ۵ و 


شکل ۲۴ 


۸ 


۰ ]۸ . 
حل با استفاده از دوران: 
1 1 
تحت یک دوران ۰۶۰۳ حول نقطه ). مثلث 
۱۴ كِ«ِ 


و و هی طلضاضتع ۲ ظرا با راوید ۶٩‏ فطع می کلب بچون طول تخت دوران حفظ ی ننود 
پس 3 < ۸9 و همجنین "۸۳8-۶۰ . 
توجه: این مسأله با روشهای دیگر نیز اثبات می‌شمود که آغلب طولانی‌تر و پیچیده‌تر از این بات 
است به یکی از این راه‌حلها توجه کنید. 
مثلث ۸96 متساوی‌الاضلاع است بنابراین 
۵-۳ ۱-0۳۵ 


۸ 
مثلث (1:601 متساوی الاضلاع است بنابراین 
9 ۶ ب ۰ ۰ 01 ت ۳0 
و ی و ۱ ایس 
۱ ۰ ۳ 


0ب بر شکل ۳۶ 
< ۴0 
بنابراین دو مثلث 13012 و (۸۲ در حالت (ض‌زض) همنهشت هستند. بنابراین اجزای نظیرشان 
نیز مساوی هستند یعنی 13۳ < ۸۵۲ . 


همحنین در دو مثلث ۸0۳ و 06 داریم : 13 < ,۸ و 6- ۹ (جرا00* رین 6 3۱۶ : 


یعنی "2۶۰ 1 . 
مسأله‌ها 0 0 
مساأله‌های ۲۰۱ و ۳ را با استفاده از انتقال حل کنید. 
۱ در حهارضلعی 2109 1 ااظ۸ و 1 ۸ 
۰۸۴-0 ابت کنید ۸۳8 و 5 - ۸۲ . 0 ۸ 


۲ پاره»‌خطهای «۸۲. 9۳ و 0۳ مساوی و 1۳ 
موازیند. ثابت کنید 1۳۳ < ۸0 . 


۱۳۵ 


5 در فنلث دلخواه ۳01 ثابت ۳ تجهو ۳ زاویه‌های 
خارجی ۳۶2۰ اناد 


یلها ارو ۷ ربا ایشاهه دانسا گیل ۷ 
۴. ثابت کنید فاصله هر نقطه روی عمودمنصف یک 
رآ 


۵ در شکل روبه‌رو 7 عمودمنصف 05 است. ئ 


ثابت کنید 0۳ - 5۳8 . 


۶ در شکل روبه‌رو ۳ و 05 قطرها, 01 ۳1 و دك 
2۲-۲ . ثابت کنید 0۳ < ۳05 . 


0 ۳ 
اد وی تا 
الف) 0۳ < 0۳ ) ۲۳ 3۳۴ 


۱[ 
اش کنیده هرگاه دو خط یکدیگر را قطع کنند. زاویه‌های مقاپل مساوی یکدیگرند. 


0 » قطرهای حهارضلعی ۸0۲ یکدیگر را نصف‎ ٩ 
کرده‌اند. ثابت کنید «۸۲0 یک متوازی‌الاضلاع است.‎ 


1 


۰ مثلث ۸30 متساوی الاضلاع است و 18 


۸ 
5 -0ظ . ثابت کنید 8۳۴ - ۸ و 13۳1-۶۰ . 


9 0 ۱۳۶ 


مجله ریاضی 

در هتسه آفلیشیسی: این مقاسه شتا بایکگن ادا زیر شکل آنپاست: 
در توپولوژی» دو جسم هم‌ارز هستند اگر یکی از آنها را بتوان با تغییر دادن دیگری به 
وسیلهٌ کشیدن. جمع کردن؛ خم‌کردن و جرخاندن به دست آورد, این جسمها می‌توانند 
بدون ایجاد هیچ برشی یا سوراخی در جسم قبلی ایجاد شوند. 


بازار مسگرها در کرمان 


۱۳۷ 


فصل ۲ 


شاهکارهای معماری ایرانی. نمادی از پیوند فرهنگ و تمدن ایرانی و اسلامی است که به بهترین 
شکلی نبوغ و خلاقیت شگفت‌آور و روح زیبایی‌شناسی نیاکان ما را به نمایش درآورده است. 
شگفت‌آورترین ویژگی پنهان در خلق این آثار تاریخی ارزشمند. نقش اساسی و بی‌همتای ریاضیات و 
به‌ویژه ایده‌های مهم هندسی. محور اصلی و نقطه‌ی مرکزی در پیوند و ترکیب ابعاد زیبایی‌شناسی» 
هنری» استحکام و روح‌افزایی اين آثار شکوهمند است. با نگاهی تیزبینانه‌تر په نقش ریاضیات و هندسه 
در این بناهای ماندگار. به خصلت نیکوی علم‌جویی و ه کارگیری آن در نزد نیاکان خویش پی می‌بریم 
که همواره زبانزد بوده است. 

تقریباً اکتر گردشگران خارجی که از اين آثار و بناها بازدید می‌کنند» از شکوه و زیبایی, از 
فضای روح‌انگیز و آرامش‌بخش معنوی آن حیرت‌زده می‌شوند. و معمولاًویژگی‌های هنری» دانش و 
علم به‌کار رفته در طراحی و ساخت آنها را مورد توجه و گاهی مورد سژال قرار می‌دهند. این 
کلسکاوی ها و اخسالها و یز سهوها نعمر لا بای گنای که کاه یرال ای دا زد سکن 


۱۳۸ 


است اتفاق نیافتد. با این حال آنها که نگاه تیزبینانه تر دارند. وقتی در جنین محیط‌هایی و فضاهایی قرار 
می‌گیرند. پرسش‌های بسیاری به ذهنشان سرازیر می‌شود! 

حال این سوال مطرح است که آیا طراحان و سازندگان این بناها از دانش و علم پایه و مبنا رای 
طراحی تست از بوده‌اند؟ دانش و علم به‌کار رفته جه بوده است؟ جه قانون‌مندی‌های علمی و 
هنری بکار گرفته شده است؟ جه دانش‌هایی در طراحی و ساخت آنها نقش اصلی و تعیین کننده 
داشته‌اند؟ آیا از فرهنگ‌های دیگر اقتباس کرده‌اند یا خودشان ابداع کرده‌اند؟... 

اکنون فرض کنید همراه با دانش‌آموزان کلاس و معلم ریاضی برای گردش علمی و آموزشی به 
کاشان رفته‌اید و در حال بازدید از مسجد آقا بزرگ هستید! جه سوالهایی به ذهن شما می‌رسد؟ کدام 
ایده‌های ریاضی و هندسی را مشاهده می‌کنید؟ در کلاس درس دربارة آنها بحث همگانی کنید. 

ریاضیات و مفاهیم و ایده‌های هندسی در قلب پاسخ‌های علمی این پرسش‌ها قرار دارد. 
به خصوص ایده‌های هندسی مربوط به اجسام سه‌بعدی (مثل ساختمان‌ها) نقش محوری در احداث 
اين بناها و مساجد دارد. در این فصل به مطالعه برخی از مفاهیم و ایده‌های هندسی مربوط به فضای 
سه‌بعدی و اشیاء و اجسام سه‌بعدی می‌پردازیم که نقش مقدماتی و پایه برای ایده‌های پيجيد: هندسی 


به کار رفته در طراحی و ساخت ایق انار داد 


۱-۴ خط و صفحه در فضا 
خطها و صفحه‌ها می‌بینید. همانهایی هستند که قبلا پا آنها آشنا شده‌اید. مطالعه وسیعتر و عمیقتر این 


۱-۱-۴ صفحه در فضا 


فعالیت ۱-۴ 


۱- در کلاس درس, به تخته کلاس روبه‌روی خود نگاه کنید و گوشه بالای سمت راست آن را 
نقطه ۸ بنامید. گوشه بالای سمت جپ دیوار پشت سر خود را نیزه نقطه 13 بنامید. 
۲- از نقطه ۸ حند خط می‌گذرد؟ از نقطه 3 حند خط می‌گذرد؟ 
۳- از یک نقطه دلخواه حند خط می‌گذرد؟ 
۴- از دو نقطه متمایز ۸ و 3 حند خط می‌گذرد؟ 
تسه دی راتیگ را تشک ۶ 
۱۳۳۹ 


این فعالیت زمینه‌ساز پذیرش اصل زیر است. 


اصل ۱: از هر دو نقطه متمایز در فضاء یک و تنها یک خط, می‌گذرد. 


توضیح: اصل ۱ دو مطلب مهم را بیان می کند : 
الف) یک خط وجود دارد. که آن خط, از دو نقطه متمایز مفروض. ی گنود 
ب) این خط یکتاست. یعنی ۰ اگر دو خط با و بر[ از دو نقطه متمایز مانند ۵ و 13 بگذرند» 


فعالیت ۲-۴ 


۲- نقطه ) را در فضا؛ در نظر بگیرید. آبا این در.ضمن 
حرکت.از نقطهٌ » می‌گذرد؟ اين در. ضمن حرکت. جند بار از 
نقطه ) می‌گذرد؟ 

۵-برای مشخص کردن یک صفحه. حداقل جند نقطه 
لازم است؟ 

فعالیت ۰۲-۴ زمینه‌ساز پذیرش اصلهای زیر است. 


صفحه 0 


توضیح: اصل ۰۲ دو مطلب مهم را بیان می‌کند : 
الف) یک صفحه وجود دارد. که آن صفحه. از سه نقطه مفروض غیرواقع بر یک خط. 
می‌گذرد. 


۱۳۰ 


ب) این صفحه یکتاست. یعنی, اگر دو صفحه ,۳ و ,۳ از سه نقطه غیرواقع بر یک خط. مانند 
۸۸ ک تعیر نز این دو صفحه حتما بر هم منطبق می‌شوند. پس در واقع» یکی هستند. 


اصل ۳: در هر صفحه حداقل سه نقطه وجود دارد که بر یک خط قرار ندارند. 


اصل ۴: حداقل جهار نقطه در فضا وجود دارد که بر یک صفحه قرار ندارند. 


تمرم لظ قا فالی ۲ کی ای کرام ۲اصل ۲ ر اس ۲ کی 
هر کدام از این اصلها از کدام فسمتهای فعالیت ۲ نتیجه می‌شوند؟ توضیح دهید. 

تمرین ۷ ثابت کنید خارج از هر صفححه حداقل یک نقطه وجود دارد. 

راهنمایی: به اصل ۴ توجه کنید. 

اگر مداد خود را روی سطح یک میز قرار دهید. مداد کاملاً روی سطح میز قرار می‌گیرد. این 
تجربه زمینه‌ساز پذیرش اصل زير است. 


اصل ۵: اگر دو نقطه متمایز از خطی» در یک صفحه باشند. آن خط به تمامی 


در آن صفحه قرار می‌گیرد. 


تذکر: خط از هر دو طرف نامحدود است. صفحه از همه طرف نامحدود می‌باشد. بنابراین, 
طبیعی است که تمام صفحه را نمی‌توان در یک تصویر نشان داد و آن‌چه که مشاهده می‌شود تنها 
بخشی از صفحه است. 

۲-۱-۴ وضعیت دو صفحه 
نسبت به هم, در فضا: در تصوير روبه‌روه 
سطح آب و هر یک از دیواره‌های 
«پل خواجو». بخشهایی از دو صفحه 
هستند و همدیگر را در یک خط قطع 
کرده‌اند. 


پل‌خواجو.اصفهان 
۱۳۱ 


اصل ۶ او دو صفحه بای تک فطه بسک دانته اند انگاه در دک 


خط. مشترک خواهند بود. 


از این اصل نتیجه می‌شود که : 
سس 2 
یکی از سه وضعیت زیر را دارند : 


ب) هیچ نقطه مشترکی ندارند. 


۳ 


در دو وضعیت (الف) و (ب). دو صفحه را موازی و در وضعیت (پ). دو 


محل تقاطع دو صفحه, فصل مشترک آن دو صفحه نامیده می‌شود. 

ففال: شیرازه هر کتاب» فصل مشترک تمام صفحه‌های آن کتاب است. 

این مثال کمک می‌کند تا بهتر بفهمیم که جگونه از یک خط, بیشمار صفحه می‌گذرد. 
تمرین اسبا یک کتاب و سطح یک میز, وضعیتهای مختلف دو صفحه نسبت به‌هم راء نشان دهید. 


تمرین ۲ در مکعب مستطیل و هرم داده شده, وضعیت صفحه‌های زیر را نسبت به هم مشخص 
ی وت بت فصل مشترک آنها را مشخص کنید. 


> سا 


الف) صفحه‌های ۸۲۳۲ و 301160 در مکعب مستطیل. 

ب) صفحه‌های ۸۵80 و )۸ در هرم. 

ب) صفحه‌های ۸07 و ۳011۳۲ در مکعب مستطیل. 

ت) صفحه‌های ۸ و ۸ در هرم. 

تمرین ۳س با استفاده از شکل تمرین (۲). جاهای خالی را با کلمات مناسب پر کنید. 
الف) در مکعب مستطیل» صفحه‌های ۸120 و قف ات 

ب) در مکعب مستطیل. صفحه‌های ۰ و 0 متقاطعند. 

پ) در مکعب مستطیل صفحه‌های ۵30۳ و 01۳۴11 بِ_ٍِِ 

ت) در مکعب مستطیل صفحه‌های 01۴811 و ۸۵ ی 

ث) در هرم صفحه‌های ۸8 و ۸۵ و 


ج) در هرم صفحه‌های 1301 و ت۸۵ 0 


۲-۱-۲ وضعیت دو خط نسبت به هم در فضا 
چوب بازی اهالی تربت جام. شسامل حرکتهای زیبایی است. اين حرکتها. نمایش جالبی از 
وضعیت دو خط نسبت به هم در فضا هستند. مثلا در یک حرکت. جوبها موازی هم قرار می‌گیرند و 


۳۳ 


در حرکت دیگری جوبها به حالت متقاطع در می‌آیند. در این بازی حرکت دیگری هم وجود دارد که 
گرفته‌اند. 
اگر دو خط در فضاء در یک صفحه قرارگرفته 


باشند. طبق آنجه که در هندسه مسطحه دیده‌اید. نسبت کح 


به هم یا موازیند یا متقاطع هستند. 


اما می‌توانیم دو خط در فضا بيابیم که در یک 


صفحه قرار نگیرند. 9 


مثال: یک صفحه ۳ و یک نقطه 0 خارج آن 
در نظر بگیرید. حال» سه نقطه مانند ۵ 3 و ) غیر 
واقع بریک خط در این صفحه اختیار کنید. خطهای 
۸ و 80 در یک صفحه نخواهند بود. حرا؟ 


۱) دو خط در فضا را که در یک صفحه 
قرار نمی گیرند. دو خط متنافر می‌نامیم. 
۲) دو خط در فضارا که در یک صفحه 
باشند و همدیگر را قطع نکنند. یا بر هم 


منطبق بانند. دو خط موازی می‌نامیم. 


0 


از دو خط متقاطع در فضاء همواره یک صفحه می‌گذرد. توجه کنید که متقاطع نبودن دو خط 
متمایز در فضاء به معنای موازی‌بودن آنها نیست. بلکه متقاطع نبودن و در یک صفحه قرار داشتن دو 
خط. به معنای توازی دو خط متمایز در فضا می‌باشد. 


۱۳۴ 


دو خط در فضا نسبت به هم.یا متنافر ند.یا متوازی‌اند و یا متقاطع. 


تمرین ‏ در مکعب مستطیل. منشور و هرم داده شده, به سوالات زیر پاسخ دهید. 


الف) وضعیت دو خط ۸ و 12۴1 نسبت به هم در مکعب مستطیل جگونه است؟ وضعیت دو 
خط ۸3 و () نسبت به هم در منشور چگونه است؟ وضعیت دو خط ۸ و ۸ نسبت به هم در 
هرم جگونه است؟ 

ب) در مکعب مستطیل دو خط متنافر با خط ۸13 بیابید. در منشور دو خط موازی با خط 
۸۳ بیابید. در هرم جند خط متقاطع با خط ۸ می‌توانید بیابید؟ 

با جاهای خال را با کلمات مناسب یر کید: 


۱) در مکعب مستطیل, خط )۳ و خط ۷ 
۲) در مکعب مستطیل. خط .۰ و خط 130 متقاطعند. 
۳ در منشور, خط (۸۲ و خط تماق 

۴) در منشور خط 1۳۲ و خط ۸0 تن 

۵) در منشور» خط ۲20 و خط پتیی ق | تست 

۶) در هرم. خط ۸0 و خط تهبنیخ فتنا ق زل 


اصل توازی اقلیدس 
در هندسه مسطحه دیدیم که از هر نقطه خارج یک خط, یک و تنها یک خط به موازات 


آن خط می‌گذرد. اين مطلب در فضا نیز برقرار است که آن را به عنوان یک اصل می‌پذيريم. 


۱۳۵ 


۰ 


توضیح: اصل ۰۷ دو مطلب مهم را بیان می‌کند : 

الف) یک خط وجود دارد. که ان خط, از یک نقطه مفروض, به موازات یک خط مفروض 
کرد 

ب) این خط یکتاست. یعنی. اگر دو خط با و +1 از نقطه‌ای مانند ۸ به موازات خطی مانند 
با بگذرند. این دو خط حتماً بر هم منطبق می‌شوند. پس در واقع. یکی هستند. 

تمرین س اصلهای ۱ تا ۷ را مرور کنید و مشخص کنید در کدام اصلهاء بر وجود خط یا صفحه 
تأکید شده است. در کدام اصلها, اين وجود یکتاست. 


مشخص‌کردن صفحه در فضا 
به طور کلی. صفحه به صورتهای زیر مشخص می‌شود. 


از هر سه نقطه غیرواقع بر یک 
(اصل ۲) 
آن, یک و تنها یک صفحه می‌گذرد. 


۳ 


کر خر 
یک صفحه می‌گذرد. حرا؟ 


و تنها یک صفحه می‌گذرد. حرا؟ 
صفحه در فضا راء به صورتهای دیگری نیز. می‌توان مشخص کرد. 


۳ 


۲-۱۴ وضعیت خط و صفحه نسبت به هم در فضا 
اگر دو نقطه متمایز از خطی در صفحه‌ای باشد. آن خط به تمامی در آن صفحه خواهد بود. در 
نتیجه. اگر خطی در صفحه‌ای قرار نداشته بائد. یا آن را قطع نمی‌کند, يا فقط در یک نقطه قطع می‌کند. 


خط و صفحه در فضاء نسبت به هم. یکی از سه وضعیت زیر را دارند : 


الف) خط صفحه را قطع نمی‌کند ؛ 


می‌گیرد ؛ 


ب) خط و صفحه. در یک نقطه 


در دو وضعیت (الف) و (ب). خط و صفحه با هم موازی هستند و در وضعیت 


(پ). خط و صفحه با هم متقاطع هستند. 


تمرین اس در هر یک از شکلهای زیر وضعیت خطها و صفحه‌های داده شده را نسبت به هم 
مشخص کنید و در صورت متقاطع بودن. نقطه اشتراک آنها را تعیین کنید. 


۸ 


0 0 
الف) صفحه ۸۵20۳ و خط 110 در مکعب مستطیل. 


۱۳۷ 


ب) صفحه 1۱۲01 و خط ۸۱ در مکعب مستطیل. 

ت) صفحه ۸ و خط 131 در هرم. 

تمرین ۲ با استفاده از شکلهای تمرین ۰۱ جاهای خالی را با کلمات مناسب پر کنید. 
الف) در مکعب مستطیل خط ۸۵5 با صفحه و ما 

ب) در مکعب مستطیل خط ۰ با صفحه :۸۳1 متقاطع است. 

پ) در مکعب مستطیل خط ۳0 با صفحه 30116 ی تا 
ی ..... متقاطع است. 

ف‌( در هرم خط 7 با صفحه )۸ متقاطع استه 

ج) در هرم خط 1317 با صفحه هو از کی ات 


مسأله‌ها 

۱. اگر بآ و با دو خط متقاطع, و 7 صفحه‌ای شامل ,آ.و ۳۱ صفحه‌ای شامل با 
باشند, وضعیت دو صفحه ,۳ و ۳۱ نسبت به هم جگونه می‌تواند باشد؟ 

وه هار سطمتمای هر نا باشته فان تاو سفهان تفه دننک 
صفحه قرار دارند اگر و تنها اگر دو خط ۸13 و (1) متقاطع يا موازی باشند. 

اک مخ 1 و «آ دو به دو متقاطع باشند. ثابت کنید این سه خط در یک صفحه 
قرار دارند و یا همرسند. 

۴ اگر ۰۸ 06۰38 و حهار نقطه در فضا باشند که در یک صفحه قرار نداشته باشند. وضعیت 
خطهایی که از دو به دو این نقطه‌ها می‌گذرد. حگونه است؟ 

۵ ار ,۳,۰۳ و ۳۳ سه صفحه دو به دو متقاطع باشند. ثابت کنید فصل مشترکهای این سه 
صفحه يا سه خط موازیند و با هر سه از 


1 دو صفحه 53 کر 0 
ر در نظر بگیرید. 


۱۳۸ 


ال کی در تبری 
۲-۴ خطها و صفحه‌های موازی 
موازی بودن یک خط و صفحه در دو حالت رخ می‌دهد : 
الف) خط و صفحه هیچ نقطه اشتراکی ندارند. در نتیجه خط در صفحه قرار ندارد. 
ب) خط به تمامی در صفحه قرار دارد. 
برای اثبات قضیه‌های مربوط به توازی خط و صفحه, باید هر دو حالت توازی در نظر گرفته 
شود. 


۲ب ات خظان اضعا مر آزش 
اگر خط 1یا ضصقعحه ۲ مو از باشتد و ۱ 


صفحه‌ای غیرموازی با ۳ از بآ یگترف ظ را در 


قضیه ۱: اگر خط بآ با صفحه ۲ موازی باند. هر صفحه که از ,1 بگذرد و با ۳ 


۳ 


پرهان: برای اثبات این قضیه. دو حالت 
موازی بودن یک خط و صفحه در فضا را به 

الف) خط رآ در صفحه ظ قرار ندارد. 

فرض کنید ۳۲ صفحه‌ای گذرنده از ب بائد که ۳ را در خط 1 قطع کند. ناو 1 هر دو در 
صفحه "1 هستند و همدیگر را قطع نمی‌کنند. زیر از متقاطع بودن بآ و 1 نتیجه می‌شود که خط را 
صفحه 7 را قطع می‌کند. که خلاف فرض است. 

بنابراین, دو خط بآو "رآ هر دو, در صفحه ۳ هستند و همدیگر را قطع نمی‌کنند. پس با هم 
موازیند. 

)بط راز کر صشفه ۳ فان واری 

در این حالت هر صفحه "7 متمایز از * که از بآ می‌گذرد. صفحه ۳ را در همان خط با قطع 


می‌کند و درستی قضیه روشن است. 
از این قضیه. نتیجه می‌شود که اگر خطی با صفحه‌ای موازی باشد» با خطهای بیشماری از آن 
صفحه موازی است. 
توجه: اگر خطی با صفحه‌ای موازی باشد. حداقل با یکی از خطهای آن صفحه موازی است. 
قضیه ۲ عکس این نتیجه راء نشان می‌دهد . 
قضیه ۲: اگر خط با با یکی از خطهای صفحه ۲ موازی باشد. آنگاه. خط 1 با 


پرهان: اگر خط بآ در صفحه ۳ باسد حکم 
قضیه برقرار است. پس فرض کنید خط با در 
صفحه ۲ قرار ندارد. 
یر ره 
موازی است. بآ و "رآ متمایزند. صفحه‌ای را که 
از این دو خط موازی می‌گذرد "۳ می‌نامیم. فصل مشترک دو صفحه ۲ و "7 همان خط 1 است. 
اگر خط بآ صفحه ۳ را قطع کند محل تقاطع روی فصل مشترک این دو صفحه قرار دارد. 
یعنی دو خط بآ و1 متقاطع خواهند شد که خلاف فرض است. پس خط , صفحه ۴ را قطع نمی کند 


و با آن موازی است. 
۱۴۰ 


از این دو قضیه, نتیجه مهم زیر به دست می‌آید : 


بآ با یکی از خطهای صفحه 7 موازی باشد. 


قضیه ۲: اگر خط رآ با صفحه ‏ موازی و ۸ نقطه‌ای از صفحه ۳ باشد آنگاه, 


این» تیجه‌ای از قضیه ۱ ۶ اصل نوازی افلیدس ات . 

مسأله: از نقطه ۸ خارج صفحه ۳. خطی موازی ۳ رسم کنید. 

حل: در صفحه 7 یک خط دلخواه .] رسم کنید. از نقطه ۰۸ خط 1 را موازی با بگذرانید 
با یکی از خطهای صفحه ۳ موازی است. پس خط ",1 با صفحه « موازی است. 


و 


تمرین ‏ جند خط می‌توان از یک نقطه مفروض موازی یک صفحه مفروض گذراند؟ 
نتیجه اس اگر دو خط با خط دیگری موازی باشند. آن دو خط با هم موازیند. 


۳ 


نتیجه ۲س اگر خطی با دو صفحه متقاطم. موازی باشد. با نصل مشترک آنها موازی است. 


پرهان: فرض کنید خط بآ موازی دو صفحه متقاطع ۳ 
و "۳ باشد. از یک نقطه فصل مشترک مانند ۰۸ خط "1 را 
موازی بآ رسم می‌کنيم. جون خط بآ با صفحه ۲ موازی 
است. خط "رآ به تمامی در صفحه ۳ قرار دارد. با استدلال 
مشابه خط بآ به تمامی در صفحه " قرار دارد. پس,» ,1 
همان فصل مشترک دو صفحه ( و "۳ است که با خط بآ نیز 
موازی است و حکم. نتیجه می‌شود. 


۱و۲-اثبات در پیوست 


۱۳۱ 


۲-۲-۴ جند ویزگی از خطها و صفحه‌های موازی 
در هندسه مسطحه دیدیم» که اگر خطی 


یکی از دو خط موازی را قطع کند. دیگری را 
خطها و صفحه‌های موازی نیز وجود دارد. که 11 
به عنوان مثال. جند نتیجه زیر را بیان می‌کنیم : 


نتیجه اس اگر صفحه‌ای یکی از دو 
خط موازی را قطع کند. دیگری را هم قطع 
کل : 


ی صه 
ف 


موازی را قطع کند. دیگری را هم قطع می‌کند . 
نتیجه ۲- اگر صفحه‌ای یکی از دو 


قطع می‌کند و فصل مشترکها با هم موازیند". 


اثبات ۱ در پیوست 


۱۳۲ 


۳-۲-۴۳ صفحه‌های موازی 

سطح میز و سطح زمین را به عنوان دو صفحه متمایز و موازی در نظر بگیرید. مداد خود را 
روی سطح میز قرار دهید. 

۱- مداد نسبت به سطح زمین چه وضعیتی دارد؟ 

۲- مداد با سطح زمین موازی است يا متقاطع؟ توضیح دهید. 

این مشاهده. زمینه‌ساز حدس زیر است : 


اگر دو صفحه موازی باشند. هر خط از یکی از این دو صفحه. با صفحه 


دیگر موازی است. 


می‌توان, با استدلال استنتاجی. درستی این حدس را تایت دوه بنابراین. اگر دو صفحه 
موازی باشند. هر خط یکی از این صفحه‌ها حداقل با یک خط از صفحه دیگر موازی است. پس, هر 
دو خط متقاطع از یکی از این دو صفحه, با دو خط متقاطع از صفحه دیگر موازی است. قضیه ۴ 


قضیه ۲: اگر دو خط متقاطع از صفحه‌ای با دو خط متقاطع از صفحه دیگری 


دو به دو موازی بات آن دنه بوار ند 


مسأله: از نقطه ۸ خارج از صفحه ۳. یک صفحه موازی صفحه 7 بگذرانید. 


۱- اثبات در پیوست 


۱۳۳ 


حل: از نقطه ۸ . دو خط متمایز موازی صفحه " رسم می‌کنيم. طبق قضیه ۴ صفحه‌ای که از 
این دو خط می‌گذرد. همان صفحه موردنظر است. 

نتیجه س از یک نقطه خارج از یک صفحه می‌توان صفحه‌ای موازی آن صفحه گذراند. 

تمرین س در نتیجه بالا ثابت کنید. صفحه موازی یکتاست. یعنی, اگر دو صفحه ,0 و 0۵ 
از نقطه ۸ به موازات صفحه 7 بگذرند. این دو صفحه بر هم منطبقند. یعنی در واقع یکی هستند. 

راهنمایی: به نتیجه ۳ توجه کنید. 


قضیه ۵: (قضیه تالس در فضا). صفحه‌های موازی. رو و حظط که ها را 
قطع می‌کنند, پاره‌خطهای متناظر متناسب ایجاد می کنند. یعنی اگر ۳. 0۵ و 13 


سه صفحه موازی باشند و دو خط بو را این صفحه‌ها را به ترتیب در 


نقطه‌های ۰۸ 3 و ) و "1۰۸ و0 قطع کنند, آنگاه : 
دق 
0 
برهان: طبق شکل, با فرض آن که صفحه 0 
بین دو صفحه ۳ و 3 بائند. خط ۸ را رسم کنید. 
این خط صفحه 0) را در نقطه‌ای مانند ۱۸ قطع می‌کند. 
صفحه گذرنده از دو خط متقاطع ۸۲ و ۸ را 
7 وصفحه گذرنده از دو خط متقاطع ۸ و ۸ 
را ۳۱ بنامید. دو خط 007 و 9۷ در صفحه ,۰۳ 


۱ 
تالس, نسبت زير برقرار است. 
_ ظه 
۵ 1390۰ 
همحنین, دو خط هه و 1۳۴ در صفحه 2 موازیند (حرا؟)» و در صفحه ۰۷ با استفاده 


از قضیه تالس. نسبت زیر برقرار است. 
۸۳ 
0 ۰ 110 
از این تساویها. حکم قضیه نتیجه می‌شود. 
ظ۸ 


۳0 60 ۱۴۴۶ 


ها ۹ ۵۵ ۳ را طبق شکل. به ترتیب در 
نقطه‌های ۰۸ ظ و ) و ۸۳ و ") قطع کرده‌اند. اگر کج 0 اب 0 باشد. اندازه 


پاره‌خط 99 را تعیین کنید. 


توجه: عکس قضیه تالس در فضاء برقرار نیست. یعنی» اگر جند صفحه در فضا روی دو 
قطن پا رخعظهای ضاط اسب آبهاد گ ددیافته: لریما ان صشخ‌ها تراک یی 
۴-۲۴ زاویه بین دو خط در فضا 


۱-دو خط متتافر بآ وا را در نظر بگیرید. 

رآ بک قطه ماتتن وق بقط بآ هط مرا که 
به موازات م1 رسم کنید. خطهای .و 1 متقاطع می‌شوند. ‏ وبا ربا رب 
صفحه گذرنده از این دو خط را ۲ بنامید. 

۳ خط رآ سبت به این صفحه حه وضعیتی دارد؟ 
قضیه ۲ را فراموش نکنید! 

۲-شطه دبک ی رال مانید ,رزوی خط با اتغاب کنیدو او ان.خظ با را بهمرازات ‏ 
رسم کنید. خط 1.۲ نسبت به صفحه ۳ جه وضعیتی دارد؟ 

۵- کدام مطلب به شما کمک کرد, تا وضعیت 1 را نسبت به صفحه ۳ تشخیص دهید؟ 

۶- نقطه دلخواه دیگری نیزه روی خط 1 انتخاب کنید و از آن. خط +1 را به موازات /1 
رسم کنید. وضعیت 1۲ نسبت به صفحه ۳ جگونه است؟ 


۱۳۵ 


۷- توضیح دهید که جرا خطهای رآ 9 سرا +سب] همگی در یک صفحه قرار دارند. 
۸-آيا می‌توانید با استفاده از این فعالیت» زاویه بین دو خط متنافر را تعریف کنید؟ به آن فکر 
کنید! از فعالیت ۱۲-۴ می‌توان زاویه بين دو خط متنافر را به صورت زیر تعریف کرد : 


دو خط متنافر بآ و ",1 داده شده‌اند. اگر از هر نقطه روی بآ یا 17 خطی موازی 
دیگری رسم شود؛ زاویه حاده یا قائمه بين اين دو خط متفاطم. زاویه بین آن 


در خط متنافر. نامیده می‌شود . 


با استفاده از این تعریف, عمودبودن دو خط در فضا؛ به صورت زير تعریف می‌شود : 


دو خط بآ ولا را عمود بر یکدیگر نامیم. هرگاه زاویه بين آنهاء قائمه باشد. 


تمرین س به محيط اطراف خود به دقت بنگرید و خطهای متنافر عمود بر هم را شمناسایی کنید. 
نتیجه ۱ اگر خطی بر یکی از دو خط موازی عمود باشد. بر دیگری هم عمود است. 
همحنین, از فعالیت ۰۲-۴ نتیجه می‌شود که : 
تتتجهه انس گر ماو را و خط شاف باششه: یی ضفه شام بانخوه عاود کهبا ۶ 
موازی باشد. 
می‌توان ثابت کرد که صفحه شامل بآ و موازی 1 یکتاست". 
تمریین با توجه به مکعب مستطیل زیر: جاهای خالی را با کلمات مناسب پر کنید. 
۱) یال ۸19 با یال ...... موازی است. 
ی تال تا غمره زیت 7 1 
۳) یال 017 و یال 10۳ اب ۱ 
۴ یال ۸3 و یال 216 ‌ 


۱۳۶ 


مسأله‌ها 

۱ ثابت کنید که اگر دو صفحه موازی باشند, هر خط واقع بر یکی از این صفحه‌هاء با صفحه 
دیگر موازی است. آیا عکس مطلب نیز درست است؟ یعنی, اگر هر خط از صفحه مفروضی, با صفحه 
مفروض دیگری موازی باشد. آیا آن دو صفحه موازیند؟ 

۲. از نقطه 0 خارج از صفحه 7 جند خط می‌گذرد که با ۳ موازی است؟ از نقطه 0 خارج از 
یک خط مانند ,1 جند صفحه می‌گذرد که با 1 موازی است؟ 

۲ گر 0 نقطه‌ای خارج از صفحه‌ای مانند ۳ باند. ثابت کنید کلیه خطهای گذرنده از 0 که 
با ۲ موازی هستند در یک صفحه موازی ۳ قرار دارند. 

ل اگر دو صفحه با صفحه سومی موازی باشند. خودشان با هم موازیند. 

۵ اگر صفحه‌ای با یکی از دو خط موازی» موازی باشد با دیگری هم موازی است. 

۶ ثابت کنید خطی که با یکی از دو صفحه موازی, موازی است با دیگری هم موازی 
است. 

۷. در فضاء اگر خطی یکی از دو خط موازی را قطم کند. آیا لزوماً دیگری را هم قطع می‌کند؟ 
در صورت درستی این حکم, آن را ثابت کنید و در صورت نادرستی, یک مثال با شکل رسم کنید. 

۸ اگر دو خط در دو صفحه موازی قرار داشته باشند. آیا می‌توان نتیجه گرفت این دو خط 
موآزیند.در صورت درستی آن را ثابت کنید و در صورت نادرستی یک مثال با شکل رسم کنید. 

٩‏ ثابت کنید که در یک هرم. وسط یالهای آن, در یک صفحه موازی صفحه قاعده قرار 
دارند. 

۰ در هرم روه‌رو صفحه ۸۳3 موازی صفحه قاعده ۸86 است و "۵5۸ 2 ۹۸ . 
سبت مساحت مثلث ۸۳۲ به مساحت مثلث ۸0 حقدر است؟ 


۱۳۷ 


ساختمان شمس‌العماره در تهران 


۲-۴ خطها و صفحه‌های عمود برهم 

ایده‌های هندسی فراوانی در ساختمان بناها بکار گرفته می‌شوند. مفهوم تعامد و عمود بودن 
برسطح زمین در مورد ستونهای اصلی و دیوارها از اصول اولیه در ساختن بناها می‌باشد. در واقع 
رعایت اصول ریاضی و هندسی موجب بقاء و پایداری این گونه بناها می‌شود. تصویر بالا یکی از آثار 
باستانی ارزشمند است که شمس‌العماره نامیده می‌شود. این بنا مملو از ایده‌های زیبای هندسی است. 
به آن فکر کنید و ایده‌های مربوط به خطها و صفحه‌های عمود بر هم را تجسم کنید. 


۱۳۸ 


تخت‌جمشید در فارس 


۱-۳۴ خط عمود بر صفحه 

خط 1 بر صفحه 7 عمود است. هرگاه صفحه ‏ را قطع کند و بر هر خط صفحه ۳ که از نقطه 
تقاطع می‌گذرد. عمود باشد. 

جون هر صفحه راء با دو خط غیرموازی آن می‌توان مشخص کرد. به نظر می‌رسد که برای 
عمود بودن یک خط بر صفحه. کافی است ان خط بر دو خط غیرموازی از آن صفحه عمود باشد. 
روش عملی زیر برای ساختن خط عمود بر یک صفحه. این حدس را تقویت می‌کند. 

دو گونیا بردارید و از هرکدام. یک ضلع زاویه قائمه را به گونه‌ای روی سطح میز قرار دهید 
که در یک امتداد نباشند و ضلع دیگر زاویه قائمه آنهاء برهم منطبق شوند. کتاب هندسه خود را باز کنید 
و مطابق شکل زير روی میز بگذارید. 


دابچا2۳ 


درهر وضعیتی که دو گونیا را مطابق شرایط بالا قرار دهید. ضلع مشترک دو گونیاه بر صفحه سطح 
میز عمود می‌شود. به همین ترتیب فصل مشترکهای صفحه‌های کتاب نیز برصفحه سطح میز عمود است. 


۱۳۹ 


قضیه ۶: (قضیه اساسی تعامد). خط 1 بر صفحه ۳ عمود است اگر و تنها 
اگر. صفحة 7 را قطع کند و بر دو خط غیرموازی آن که از نقطه تقاطع می‌گذرند. 


پرهان: اگر خط ,آ بر صفحه ۳ عمود باشد. 
این صفحه که از نقطه تقاطع می‌گذرد. عمود است. 
در نتیجه بر آن دو خط غیرموازی گذرنده از نقطة 
می گذرند عمود باشد. باید ثابت کنیم که .1 بر هر خطی از این صفحه مانند سا که از 0 می‌گذرد. عمود 
است. نقطه‌های ۸ و ظ را به ترتیب روی ,1 وب[ جنان اختیار می‌کنیم که پاره‌خط ۰۸13 خط ».1 را 
در نقطه‌ای مانند ) قطع کند. روی خط بآ و در دو طرف نقطه ۰0 نقطه‌های ۷۲ و ۲ را به گونه‌ای 
انتخاب می‌کنیم که 01 2 031 باشد. در صفحه گذرنده از خط بآ و نقطه ۰۸ خط 0۸ عمودمنصف 
دو مثلث ۷2۸3 و 20۳۸3 به حالت (ض‌ض‌ض)؛ همنهشتند. در نتیجه, دو زاویه 21۸6 و 60 ۸6۸ 


مساویند و دو مثلث »۷۸ و ۷۸ نیز به حالت (ض‌زض) همنهشت هستند. 

پس, ۷0-1۷6 و مثلث 00۷۲ در رأس 0 متساوی‌السافین است و جون 00 میائه وارد 
برضلع ۷1۷ است. پس» خط 00 بر خط ۷۷۲ عمود است؛ یعنی خط بآ بر خط «ب1 عمود است. 

تعمیم قضیه اساسی تعامد 

با توجه به تعریف عمودبودن دو خط متنافره می‌توان نشان داد که اگر خطی بر صفحه‌ای 
عمود باشد. بر هر خط از آن صفحه نیز. عمود است. 

پرای نشان دادن این مطلب» فرض کنید خط با بر ضصفحه ‏ عمود است و آن‌را در نقطه ۸ قطع 
کرده است. فرض کنید /1 خط دلخواهی در 
صفحه ۲ باشد. از نقطه ۸ در صفحه 7 خط 
را به موازات 1 رسم می‌کنیم. از آنجا 
است. بآ بر نآ هم عمود است. 
۱۵۰ 


صفحهٌ ۲ عمود است. کافی است ثابت کنیم .1 صفحهٌ ۳ را قطع می‌کند. بدین منظور می‌توان نشان 
داد که اگر خطی بر دو خط غیرموازی صفحه‌ای عمود بائند. با آن صفحه متقاطع است . بنابراین : 


خط ۱ , صفحه ۲ عمود اس ار و تنهااگ. ار همه خظهای صفحد ۳ 


خظ ۱ . صنهد نز عرد ای اک و تتها اعی ردو حظ خ موا ری ار ۳ 


اتیجه اس اگر یکی از دو خط 
موازی بر یک صفحه عمود باشد, دیگری 


هم بر آن صفحه عمود است." 


یی سر کر 
وتا _ عم 


۱- اثبات در پیوست 


۲-اثبات ۲۰۲ و۴ در پیوست 


۱۵۱ 


مسأله ۱ از نقطه ۸ روی خط ,آ؛ صفحه‌ای 
حل: می‌توانیم از خط با بیشمار صفحه بگذرانیم. 
دو صفحه متمایز از این صفحه‌ها را ط و,۳ ۳ 
می‌نأمیم. از نقطه ۸ در صفحه ,۳ . خط ,1 را عمود 
بر بآ رسم می‌کنیم. به طور مشابه از نقطه ۸ در صفحه نخط بت را عمود بر بآ رسم می‌کنیم. 
خط بآ بر صفحه گذرنده از بآ وب نیز عمود است. این صفحه. همان صفحه مطلوب است. 
راهنمایی: به تیجه ۲ توجه کنید. 


بنابراین» نتیجه مهم زیر به دست می‌آید. 


بآ عمود باشد. 


مساأله ۲: از نقطه ۸ خطی رسم کنید 


حل: دو خط غیرموازی بآ و با را ۳ ۳ 
در صفحه ۳ در نظر بگیرید. از نقطه ۸ صفحه 
0۱ را عمود بر بآ و صفحه ,0 را عمود بر بآ رسم کنید. این دو صفحه متقاطعند ؛ فصل مشترک 


آنها را آبنامید. طبق قضیه اساسی تعامد. بآ بر صفحه ۳ عمود است و 1 همان خط مطلوب است. 
طبق نتیجه(۲).اين خط یکتاست. و نتیجه زیر برقرار است. 


مانند ۳ عمود باشد. 
توضیح: با توجه به مسأله ۱ و یکتایی 


۱۵۲ 


۲-۳-۴ کاربرد تعامد در حل مسأله‌های توازی 

قضیه‌ها و نتیجه‌های این بخش, کمک می‌کنند تا بسیاری از مسأله‌هایی را که در بخش خطها 
و صفحه‌های موازی با آنها آشنا شده‌اید. با استفاده از تعامد حل کنید. برای نشان‌دادن اين مطلب» 
سه مثال زیر را که قبلاً در بخش خطها و صفحه‌های موازی آنها را دیده‌اید, در نظر بگیرید. اکنون؛ 
اين سه مثال را مجدداء با کمک مطالب این بخش. حل می‌کنيم. لازم به توضیح است که حل این سه 
مثال مستقل از اثبات انها در ان بخش است. 

مثال ۱: اگر صفحه ۲ با دو صفحه ۳ 


هم موازیند. 

حله خط با راپرصفحه عمود مس ام 
ار کر ار 
پس, دو صفحه ,۲ و ۳۷ بر یک خط عمودند. 
بتابراین با هم موازیند. 


یک صفحه موازی ۳ می‌گذرد. 


تن 7 
ی 7 
عمود بر بآ رسم می‌کنيم. دو صفحه 7 و 0 هر 
دو بر خط رآ عمودند. بنابراین با هم موازیند. 

مثال ۳: اگر خط بآ با دو خط ب1 و با 
موازی باشد, دو خط ,با و 1 نیز با هم موازیند. 

حل: صفحه ۴ را بر خط رآ عمود 


می‌کنيم. ۲ بر با و با نیز عمود می‌شود. 
پس, دو خط بآ و با بر یک صفحه عمودند. 


بنابراین با هم موازیند. 


۱۵۳ 


۲-۳-۴ صفحه عمودمتصف یک باره‌خط 
عمودمنصف یک باره خط. در صفحه؛, خطی است که در وسط آن پاره‌خط بر آن عمود باشد . 
به‌طور مشابه. صفحه عمود منصف یک پاره‌خط در فضا. تعریف می‌شود. 


صفحه‌ای را که در وسط یک پاره‌خط, ران عب داد ص عر مات 


آن پاره خط. می‌نأمیم. 


در فصل ۱ ثابت کردیم که عمودمنصف یک پاره‌خط, مکان هندسی 
نقطه‌هایی از صفحه است که از دو سر آن پاره‌خط به یک فاصله‌اند. برای 
صفحه عمودمنصف یک پاره‌خط در فضا نیز همین حکم برقرار است. 


صفحه عمودمنصف یک پاره‌خط, مکان هندسی نقطه‌هایی از فضا است که از 


دو مرن پاره خط, یک فاصلاند . 


مسأله‌ها 

۱ ثابت کنید که در یک مکعب مستطیل هریال در دو وجه قرار دارد. و با دو وجه موازی 
است. و بر دو وجه عمود است. 

۲ فرض کنید بآ و دو خط موازی 
باشند که صفحه ( را به ترتیب در نقاط ۸ و ظ 
قطع کنند. اگر 6 نقطه‌ای در صفحه ۳ بائید که 
رو بط ره تمیق یط روط رخ اعدا ای کید خظ نا 


ور بر صفحه ۳۲ عمودند. 
۳ فرض کنید ۰۸ 9 و 0 سه نقطه از جک 
۳۳ 
۱ صا 
26 ۸8 ۰ اگر >1 نقطه‌ای خارج از صفحه ۴ 
۲ اگر خطی بر یکی از دو صفحه موازی عمود باشد. بر دیگری هم عمود شوت 


۱- اثبات در پیوست 


۱۵۴ 


۵ اگر خط بآ بر صفحه ۳ عمود باشد. هر خطی که بر خط بآ عمود بائد با صفحه ۳ موازی 
اسعته 

۶ تمام خطهای گذرنده از یک نقطه مانند 0 و عمود بر یک خط مانند آ. در یک صفحه قرار 
دارند که بر خط رآ عمود است. 

۷ اگرنآو 1 دو خط متنافر باشند. از هر نقطه ۸ یک و تنها یک خط می‌گذرد که پر بو 1 


عمود است. 

ی کنیل بل یک بط در متشه و ۲ 
3و ) دو نقطه متمایز در صفحه ( بانند که خط 
تن هط ۱ قاری اند اک ۳ 


نقطه‌ای در فضا باشد که خط ۸ بر صفحه ۲ 
عمود باشد. ثابت کنید خط ۸ بر خط رآ عمود است. 
۳-۳۳ دو صفحه عمود برهم 
یاداوری از هندسه (۱): دو صفحه را عمود 


برهم می‌نامیم. هرگاه خطی در یکی از دو صفحه وجود 
از اين تعریف, نتیجه می‌شود که اگر خط ,1 
بر صفحه ۲ عمود باشد. هر صفحه‌ای که از ,1 ک۳ 


می‌گذرد» بر صفحه ۳ عمود انیت : 
مثال: در یک مکعب مستطیل. هر دو وجه مجاور آن؛ برهم عمودند. 


1 


مسأله: اگر خط رآ بر صفحه 7 عمود نباشد, 
صفحه‌ای از خط بآ بگذرانید که پر ۲ عمود باشد. 
خط 1 را عمود بر صفحه ظ رسم می‌کنيم. رآ 
و "1 دو خط متقاطعند و صفحه‌ای که از اين دو خط می‌گذرد. جواب مساله است. 


۱- اثبات در پیوست 


۸ 
۵-۳-۴ فاصله نقطه از صفحه ۱ 
در هندسه مسطحه دیدیم که پنابه تعریف فاصله 1 1 


نقطه ۸ از خط ,آ. طول عمود ۸ است که از نقطه ۸۵ 
بر خط بآ رسم می‌شود. (شکل روبرو) 
در فضا نیز برای هر نقطه مانند ۸۵ و ‌ 
صفحه‌ای مانند ۰۲ خط یکتایی از ۸ 
رات مر کم 
تلاقی این خط با ط را نقطه 13 بنامیم, 
طول پاره‌خط ۸۳ را فاصله نقطه ۸ تا 
صفحه ۲ تعریف می‌کنیم. 
اگر نقطه ۸ در صفحه ۲ باشد. 13 همان ۸ خواهد بود و فاصله ۸ تا ۳ صفر می‌باشد. 
تمرین - ابت کنید که, فاصله یک نقطه از یک صفحه کوتاهترین فاصله بین آن نقطه تا نقاط 


ِ 
سر 


۴سآس ۶ عمود مشترک دو خط متنافر 

اگر بآ و1 دو خط متنافر باشند. با روشهای گوناگون می‌توان خطی را به‌دست آورد که آنها 
را قطع کند و بر آنها عمود بانند. این خط را عمود مشترک این دو خط متنافر می‌نامند. یکی از 
روشهای رسم عمود مشترک دو خط متنافر. روش زیر است. 

اضف 2 ام عط را وبواری خط با را رم مک یی ضفعه ور از 
عمود بر صفحه ۳ می‌گذرانیم. طبق قضیه 


۱ فصل مشترک دو صفحه ۲ و ۵ که آن را 
بآ می‌نامیم, با خط بآ موازی است. 
بنابراین, خطهای /] و بآ موازی نیستند و 
یکدیگر متقاطع خواهند بود. 


۱۵۶ 


نقطه مشترک دو خط "1 و با را ۸ می‌نامیم. از نقطه ۸ در صفحه 0 خط 8 را عمود بر 
خط ,بآ و بآرسم می‌کنيم. اگر چا خطی در 0۵ باشد که بر ۴ عمود است. دو خط 8 و بآ هر دو 
در صفحه 0 قرار دارند و بر خط بآ عمودند. بنابراین با هم موازیند. بنابراین. خط 8 نیز بر صفحه 
۲ عمود است. پس. خط 8 بر خط "را نیز عمود است. به اين ترتیب خط ۵ بر هر دو خط متنافر 
بآ و عمود است و با آنها متقاطع نیز می‌باشد. 

می‌توان ثابت کرد که عمود مشترک دو خط متنافر یکتاست و کوتاهترین پاره‌خط متکی بر 
آن دو خط متنافر است". 


مسأله‌ها 
۱ اگر دو صفحه ۲ و ۲ بر هم عمود باشند. ثابت کنید هر خط عمود بر صفحه ۲ با صفحه 


۲ موازی است. 
راهنمایی: صفحه ۳ دارای یک خط عمود بر صفحه ۲ است. 


سا و م 
9 


۲. اگر دو صفحه متقاطع ,۵ و 0 بر صفحه 7 عمود باشند. ثابت کنید فصل مشترک دو 
صفحه ,0 و 0۲ بر صفحه ۳ عمود است. 

راهنمایی: یک خط 8 عمود بر صفحه ۳ در نظر بگیرید. وضعیت خط 8 نسبت به دو صفحه 
۵۱ و :0 جگونه است؟ 


تک اک ۳ 


۱۵۷ 


۳ اگر صفحه‌ای بر یکی از دو صفحه موازی عمود باشد بر دیگری هم عمود است. 

۴ از هر خط بآ که بر صفحه ‏ عمود نیست یک و تنها یک صفحه می‌گذرد که بر صفحه ۳ 
عمود باشد. 

۵. در هندسه مسطحه دیدیم» که برای هر دو خط موازی بآ و "/. فاصله هر دو نقطه از خط 
رآ تا خط "با یکسان است و اين مقدار یکسان را, فاصله دو خط موازی بآ و "نا می‌نامند. ثابت 
کنید برای دو صفحه موازی ۳ و "۰۳ فاصله هر دو نقطه از صفحه (. تا صفحه "۳ برابر است. این 


مقدار مساوی را فاصله این دو صفحه موازی می‌نامیم. 


۶ گر خط ,]با صفحه ۳ موازی باشد. ثابت کنید فاصله هر دو نقطه از خط رآ تا صفحه ۳ 
مساوی است. این مقدار مساوی را فاصله خط بآ تا صفحه ۴ می‌نامند. 


بآ 


۷ ابت کنید برای هر عدد < 2 مکان هندسی نقطه‌هایی از فضا که از یک صفحه مانند 7 به 
فاصله ۵ قرار دارند. دو صفحه موازی 7 است که در دو طرف ۳ قرار دارند و فاصله هر کدام با ۳, 
براپر 2 است. 

۸ ار دو نقطه متمایز ۸ و 8 از صفحه ۲ به یک فاصله, و ۸ و 3 هر دو در یک طرف ۳ 
بائنند, ثابت کنید خط ۵۲3 با صفحه ۳ موازی است و اگر ۸ و 13 در دو طرف ۳ قرار داشته باشند. 
ثابت کنید صفحه ۳ از وسط پاره‌خط ۸۲۶ می‌گذرد. 


۱۵۸ 


. 30 <۱۰ در مکعب مستطیل شکل زیر۶< ۰۸3 2۸ ۸۵ و‎ ٩ 

الف) خط با با چند خط در این شکل متنافر است. آنها را نام ببرید. 

ب) عمود مشترک دو خط متنافر بآ و 17 که در شکل مشخص شده است. کدام پاره خط 
است؟ طول ان حقدر است؟ 

پ) در صفحه ۸300 خط ] را در نقطه ) بر خط ۸6 عمود می‌کنیم. عمود مشترک دو 
خط بآ و 1 را مشخص کنید و طول ان را به‌دست اورید. 


۱۵۹ 


مسأله‌های گوناگون فصل ۴ 


این مسأله‌ها خارج از برنامه رسمی هندسه ۲ است. دانش آموزان علاقه‌مند. خود 
می‌توانند آنها را حل کنند. 

۱ گر ۳ و 0 دو صفحه موازی و متمایز باشند. مکان هندسی وسط پاره‌خطهایی 
که یک سر آنها در صفحه 7 و سر دیگر آنها در صفحه ۵ قرار دارند را به دست آورید. 

۲ دو خط متنافر ناو "رآ سه صفحه موازی 
و متمایز ۲ 0 و 1 را طبق شکل روبه‌رو به ترتیب در 
نقطه‌های ۰۸ 13 و ) و "9۰۸ و قطع کرده‌اند. 
اگر خطهای ۸ و ۸۳6 صفحه 0 را به ترتیب در 
نقطه‌های ۷ و ۱۲ قطع کرده باشند؛ ثابت کنید 
جهارضلعی 3115/۱6 متوازی‌الاضلاع است. 

۳. اگر خطهای ,]و ,1 متنافر باشند و ۳ صفحه 
شامل رآ و موازی "1 و۳۳ صفحه شامل رآ و موازی 2 
1 باشد. آنگاه از هر نقطه مانند ۸ خارج از ۳ و "۳ یک 
و تنها یک خط می‌گذرد که پا بآ و 1 متقاطع باشد. 

تا را 
نقطه ۸ قرار دارد و این خط از محل تقاطع خط /1 و این صفحه می‌گذرد. 

‌" اگر خط بآ و صفحه ۳ متقاطع باشند. ثابت کنید از یک نقطه مانند ۸ خارج 
از ب1؛ یک و تنها یک خط می‌گذرد که با صفحه ۳ موازی است و با خط با متقاطع 
است. اگر ۸ روی با بائند چند خط با این ویژگی وجود دارد؟ 

۵ اگر ,آ یک خط دلخواه و ۳ یک صفحه دلخواه و 0 نقطه‌ای از 7 باشد. 
خطی در ۴ رسم کنید که از 0 بگذرد و بر .1 عمود باشد. بنا بر وضعیتهای مختلف بین 
و بآ مساله حند جواب دارد؟ 

۶ برای یک خط دلخواه ,1 و صفحه دلخواه ۴ و نقطه دلخواه 0 آیا خطی 
وجود دارد که از 0 بگذرد با " موازی باشد و بر 1 عمود شود؟ بنا بر وضعیتهای 
مختلف بین ۴ و .آ چند جواب وجود دارد؟ 


۷ اگر ۸ و 3 دو نقطه متمایز باشند و .1 خطی در فضا باشد که نقطه‌های ۸ و 13 
روی آن قرار ندارند و بر خط ۸13 عمود نباشد. ثابت کنید یک و تنها یک نقطه روی 
ایا ار کاس ای را ۱ 
ار ری را ار 

صلحه ۲ خط و قطه ‏ دا بد ات هی رو ددار که از 
۸ بگذرد. با ما موازی باشد و بر * عمود شود؟ در وضعیتهای مختلف جند جواب 
وجود دارد؟ 

٩‏ یک صفحه ۳ و یک خط با در آن, و یک خط 1 خارج از ۴ که نقطه 
اشتراکی با سا ندارد. در نظر بگیرید. پاره‌خطی بيابید که دو سر آن روی با و 1 باشد و 
بر ۲ عمود شود. در وضعیتهای مختلف جند جواب وجود دارد؟ 

۰ اگر دو صفحه ۳ و "۳ برهم عمود باشند و از یک نقطه ۳ خط عمودی بر 
صفحه 7 رسم کنیم. اين خط در صفحه 7 قرار می‌گیرد. 

۱ برای دو نقطه متمایز ۸ و 3 و خط بآ ایا صفحه‌ای وجود دارد که از ,1 
بگذرد و ۸ و 13 از آن, به یک فاصله باشند؟ در حالات مختلف جند جواب وجود دارد؟ 

۲. گر دو صفحه 7 و "۳ برهم عمود باشند و نقطه ۸ از ۴ و "۳ به ترتیب به 
فص ی اک فد فص ای در مه ار ۳ 
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۱۳۱ 


است. 


قضیه ۳: اگر خط ب با صفحه ۴ موازی و ۸ نقطه‌ای از صفحه ۲ باشد» آنگاه 


برهان: دو حالت وجود دارد : کر 


الف) خط بآ در صفحه ۳ قرار ندارد : در این حالت» 
اپتدا یک خط "1 در صفحه ۲ می‌بايیم که از نقطه ۸ بگذرد 
و با بآ موازی باشد. صفحه گذرنده از نقطه ۸ و خط بآ 
طبق قضیه ۰۱ صفحه ۴ را در خطی موازی با قطع می‌کند که از نقطه ۸ می‌گذرد. اين؛ همان خط 
موردنظر ",1 است. حال, طبق اصل توازی اقلیدس فقط یک خط از نقطه ۸ می‌گذرد که با ب1 
رای اس یه ان فان ار اش با ی هه راردا 

ب) خط ]در صفحه ۲ قرار دارد : در این حالت, اگر نقطه ۸ روی خط بآ باشد. درستی حکم 
روئن است و اگر نقطه ۸ خارج از خط 1 باشد. خط گذرنده از نقطه ۸ به موازات ]را 1 می‌ناميم. 
صفحه گذرنده از بآ و 1 با صفحه ۲ در خط ,آ و نقطه ۸ اشتراک دارد پس» این صفحه همان 
صفحه ۲ است و خط ,1 در صفحه ۲ قرار دارد. 

نتیجه ۱ اگر دو خط با خط سومی موازی باشند. 
خودشان با هم موازیند.! 

راهنمایی: اگر دو خط متمایز بآ و 1 با خط بآ موازی 
بانند, یک صفحه از خط بآ و نقطه دلخواهی از ,با بگذرانید 
و وضعیت دو خط ببآ و با را نسبت به آن بررسی کنید. 

نتیجه اس اگر صفحه‌ای یکی از دو خط موازی 
را قطع کند. دیگری را هم قطع می‌کند.! 

برهان: فرض کنید دو خط بآو را موازیند و 
خط بآ با صفحه ۳ در نقطه ۸ متقاطع است. به برهان 


افیعا ۱ ص۱۴۰ ۲- نتیجة ۲ صفحة ۱۴۱ 


۱۶۲ 


خلف فرض کنید "1 با صفحه ۳ موازی باند. در این صورت. خطی که از ۸ به موازات 1 
در صفحه 7 است که خلاف فرض است. 
نتیجه ۲ اگر خطی یکی از دو صفحه موازی را قطع کند. دیگری را هم قطع می‌کند. 
برهان: فرض کنید 7 و 0 دو صفحه متمایز 


را خر ِِص_ِ 
ات ی قه ۱ کتخط ماد ۲ در ما 


0 وجود دارد که با را موازی است. خط "رآ صفحه 
۲ را قطع نمی‌کند. پس با آن موازی است. بنابراین» با خطی اسست که از یک نقطه صفحه ۳ می‌گذرد 
و موازی خطی است که با صفحه ۳ موازی است. در نتیحه, خط بآ به تمامی در صفحه ۳ قرار 
می‌گیرد که خلاف فرض است. 

نتیجه ۲ اگر صفحه‌ای یکی از دو صفحه موازی را قطع کند. دیگری را هم قطع می‌کند و 
فصل مشترکها با هم موازیند. 


برهان: فرض کنید دو صفحه ۲ و ۳۳ 


1 


موازیند و نقطه مشترکی ندارند و صفحه 0 با 


صفحه ۳ متقاطع است و فصل مشترک آنها خط ی 
1 می‌باشد. در صفحه 0 یک خط 1 متقاطع با 

1 در نظر می‌گيريم. 17 خطی است که با صفحه ۱ که 
۲ متقاطع است, پس طبق نتیجه ۰۲ ",1 صفحه ۳ 


۲ را قطع می‌کند. در نتیجه صفحه 6۵. صفحه 
۳ را قطع می‌کند. 

فصل مشترکهای این صفحهها دو خط هستند که هر دو در صفحه() هستند و همدیگر را قطع 
نمی‌کنند. چرا؟ پس با هم موازیند. 


قضیه ۴: اگر دو خط متقاطع از صفحه‌ای با دو خط متقاطع از صفحه دیگری 


۳ 


برهان: فرض کنید ۳ و 0 دو صفحه 
3 
و 
نابراین» ببا و بآ با صفحه 0 موازیند و آن 
را قطع نمی کنند. جرا؟ 

به برهان خلف فرض کنید دو صفحه 7 و 0۵ موازی نیستند و فصل مشترک آنها. خطی مانند 
,1 باشد. ,1 خطی در صفحه ۳ است و حداقل یکی از دو خط بآ و بآ را فطع می‌کند. جرا؟ پس, 
حداقل یکی از دو خط ,بآ و ,1 صفحه ۵ را قطع می‌کند که خلاف فرض است. 

نتیجه - اگر رآ و /1 دو خط متنافر بانند. صفحه یکتایی وجود دارد که بر 1 می‌گذرد و 
با با فوازی است: 

برهان: از یک نقطه 1 مانند ۸۵ خط 1 و 
را به موازات 17 رسم می‌کنيم. اگر 5 صفحه 
خطبا نی کرد وبا ما موازی ات 

اگر 0 صفحه دیگری باشد که بر .1 گذشته و با 17 موازی است, خط 1 نیز در صفحه 0 
قرار دارد. جرا؟ پس, 0۵ بر ۴ منطبق است و تنها یک صفحه وجود دارد که بر خط بآ می‌گذرد و با 


قضیه: اگر خطی بر دو خط غیرموازی از صفحه‌ای عمود باشد. با آن صفحه 


متقاطع است. 
برهان: فرض کنید خط بآ بر دو خط 
تن فا را دسا اه غیرد 
باند. به برهان خلف فرض کنید خط ب1 
صفحه ۳ را قطع نکند. پس با آن موازی 
است. خط مانند ",1 در صفحه " وجود دارد که با 1 موازی باشد. "م1 نیز بر بآ و با عمود است. 


از انا 1 وبا به وان در خط در شا ۲ بر خطی از همان صفحه ۳ عمودند. با هم موازیند 
که خلاف فرض است. 
۱۶۴ 


نتیجه ۱ اگر یکی از دو خط موازی بر یک صفحه عمود باشد, دیگری هم بر آن صفحه 
عمود است. 

پرهان: فرض کنید بآ و بآ دو خط 
موازی باشند و خط ,بآ بر صفحه‌ای جون ۲ 
عمود است. اگر بآ خطی در صفحه ۲ باشد. 1 
پر رآ عمود است. پس» »1 نیز بر بآ عمود است. 
بنایراین. خط «1 بر همه خطهای صفحه ۲ عمود 


نتیجه آس دو خط عمود بر یک صفحه با هم موازیند. 

پرهان: فرض کنید دو خط بآ و بآ بر صفحه ۲ عمود باشند. به برهان خلف فرض کنید این 
دو خط موازی نباشند. از یک نقطه مانند ۸ روی 
خط رآ و خارج از صفحه ۲ خط "1 را به موازات 
1 می‌گذرانيم. دو خط "1 و ,بآ متمایزند و صفحه 
۲ را به ترتیب در دو نقطه متمایز مانند 3 و ) قطع 
می‌کنند. خط رآ نیز بر صفحه ۳ عمود است. حرا؟ 
ف ه د هی نیظ و 6 قاه از اوداسی ان کشت 


نتيجه ۳س دو صفحه عمود بر یک خط با هم موازیند. 

برهان: فرض کنید دو صفحه مانند ‏ و 0 هر دو بر خطی مانند ,1 عمود باشند. به برهان خلف 
فرض کنید دو صفحه ۲ و 0۵ موازی نبانند و یک نقطه مشترک مانند ۸ داشته باشند. یک نقطه مانند 
3 روی صفحه 7 خارج از صفحه 0 انتخاب 
می‌کنیم. از نقطه 13 خطی موازی .آ رسم می کنیم 
و 1 می‌نامیم. خط 1 بر دو صفحه ۲ و 0 
در ره زرا ای باز 
قطع می‌کند. سه نقطه ۸ ۰ 13 و ) متمایزند و بر 
یک خط قرار ندارند. حرا؟ پس, مثلث ۸90 
وی رس ور قاس ره است ه یه 


۱۶۵ 


قضیه صفحه عمود منصف: صفحه عمودمنصف یک پاره‌خط. مکان هندسی نقاطی از فضا 
انس که از قوس میا عخط هیک فاضل نت 

پرهان: فرض کنید ۸ و ظ دو نقطه متمایز در فضا و ۲ صفحه 
عمودمنصف پاره‌خط ۸1 باشد. وسط پاره‌خط ۸ را نقطه 1۷ می‌نامیم. بر 

اگر 6 نقطه‌ای از این صفحه و متمایز از ۲ باشد. در صفحه‌ای که 
از سه نقطه ۰۸ 3 و ) می‌گذرد. خط ]۰0 عمودمنصف پاره‌خط ۸ 


است پش؛ 190 ناظر. 

برعکس, فرض کنید, ") نقطه‌ای از فضا باشد که 190 < ۸0 . در این صورت مثلث ۸۵۲0 
قراس 0 عیام ی‌السافیی: وخط ۲ 0 بر باره خط نود انتت با اقغاب خط دلخر اه از 
صفحه ۳ که از نقطه ۲1 بگذرد و با خط 07۳۲ موازی نباشد. صفحه گذرنده از این خط و نقطه 6 
را ۵ می‌ناميم. پاره‌خط ۸ بر دو خط غیرموازی 0 عمود است. جرا؟ پس: ۸ بر هر دو صفحه 
۴ و 0 در نقطه [[ عمود است. طبق یکتایی حنین صفحه‌ای. دو صفحه ۳ و 0 یکی هستند. پس. 
نقطه ") در صفحه ۳ است. 


و ات 


برهان: طبق تعریف یکی از اين دو 
صفحه شامل خطی عمود بر دیگری است. 


است. فصل مشترک دو صفحه ( و 0 را 
تا انیم مقر یره ۳ 
بر با ونتامی کیم مرا بر 17 موه آنکو 
در نتیجه ",1 بر دو خط غیرموازی .و "1 


از صفحه ۳ عمود است. بناپراین. ۳ خطی 
کر را مر 


۱۶۶ 


پرهان: به برهان خلف, برای دو خط 
متنافر بآ و "رآ دو عمود مشترک مانند ۵ 
و ۸۳ در نظر بگیرید. اگر ۲ صفحه‌ای 
باشد که با بو ام موازی است. هر دو خط 


8 و۸۳8 بر آن عمودند. پس با هم 
موازیند. در نتیحه. حهار ضلعی "۸9۲۸ در یک صفحه قرار دارد و یک مستطیل است. بنابراین, 
خطهای "۸۸ و 1313 با هم موازیند. اماء این دو خط, همان بآ و "م1 هستند که با هم متنافرند و این 
خلاف فرض است. 


لصیه ار ار ۲ و خط متافر و ۵ مود مرک اي دو حظ بانسد کر آنها 
را در نقاط ۸ و 3 قطع می‌کند. ۸3 کوتاهترین پاره‌خطی است که یک سر آن 


ری ارت ان رت 1 اس 


راهنمایی: دو صفحه ۲ و " به ترتیب شامل نآ ور به گونه‌ای رسم کنید که با هم موازی 
باشند. طول پاره‌خط ۸۲3 همان فاصله 7 و "7 است. طول بقیه پاره‌خطهایی که رأسهای آنها روی 1 
ور قرار دارند حه رابطه‌ای با فاصله بین 7 و ۲۳ دارند؟ 


۱۶۷ 
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